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1 Monte Carlo Integration

Im folgenden Kapitel wird es um sogenannte Monte Carlo Methoden gehen. Dies sind
auf Zufallszahlen basierende Verfahren, mit denen unter anderem hochdimensionale In-
tegrale gelost werden konnen.

Zundchst werden Erwartungswerte bei diskreten Zufallsexperimenten betrachtet, dies
wird dann auf kontinuierliche Félle iibertragen, um schliefSlich Integrale 16sen zu kénnen.

Erwartungswerte:

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen A, welche bei einem Zufallsexperiment die
Werte (ay, ..., a;) annehmen kann, lautet:

M
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A bezeichnet den gemessen Wert von A im i-ten Versuch.
Fiihrt man die Haufigkeiten hy(M),...,h;(M) ein, mit denen nach M Experimenten die
Werte (ay, ..., ax) angenommen werden, ergibt sich:

<A>=lim, %(hl(M)al, o hp(M)ay,) (1.2)

M—oo
k
= Z ajwj (13)
7j=1

Hierbei bezeichnet w; = lim % die Wahrscheinlichkeit, dass bei dem Zufallsexperi-

M—oc0

ment der Wert a; auftritt. Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt:
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Beispiel: Wiirfeln und Erwartungswert

Angenommen es wird unendlich oft gewiirfelt. Was ist in diesem Fall die mittlere Augen-
zahl? Nach einem Wurf kann der Wiirfel 6 verschiedene Werte (a1 = 1,a3 = 2, ...,a6 = 6)
annehmen. Die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Wert betrage w; = % = Z?:l w; =1

Mit Gleichung (1.3) ergibt sich fiir den Erwartungswert < A >:
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Kontinuierlicher Fall:

Wird nun eine kontinuierliche Funktion f : R — R mit der zugehorigen Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion w : R — [0 : 1]

/m w(z)dz = 1 (1.6)

oo

betrachtet, geht die Summe in Gleichung (1.3) iiber in ein Integral.

“+o00

< f>u= fz)w(z)dz (1.7)

Der Erwartungswert kann dann gem#fl Gleichung (1.1) approximiert werden, in dem
M-viele z;, welche nach w(z) verteilt sind, gew#hlt, in f(x) ausgewertet und gemittelt
werden.

M
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Monte Carlo Integration:
Mit dem Wissen iiber Erwartungswerte lassen sich nun Integrale approximieren.
Sei I das zu berechnende Integral:
b
I= / f(x)dx (1.9)
a

Erweitert man f mit einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion w(x), fiir die gilt:
o [Pw(z)=
o w(z) >0 fur alle z € [a, b]

ergibt sich fiir I:

[ f@)
1_/a L u(w)dr (1.10)
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g(x)

Dies lasst sich dann wie oben beschrieben mit Gleichung (1.8) approximieren.

f(x) Z f x,w — verteilt)

> 1.11
Me — verteilt) (1.11)

Die Wahl von w(x) ist prinzipiell beliebig, jedoch gewinnt das Verfahren an Effizienz,
wenn man w(x) so wahlt, dass aus Bereichen, in denen f(x) grofie Funktionswerte an-
nimmt, auch viele x; gezogen werden. Entsprechend in Bereichen kleiner Funktionswerte
weniger. Dieses Vorgehen nennt man importance sampling.

Beispiel: Monte Carlo Integration mittels Gleichverteilung

Die einfachste Variante einer Monte Carlo Integration ist eine Gleichverteilung.

(1.12)

¢ Zf(.z’i) (1.13)

Diese Wahl hat allerdings im niederdimensionalen Fall keinen Vorteil gegeniiber einer
Integrationsmethode, bei der feste Stiitzstellen gewihlt werden. Dies sieht man an
Abbildung (1.2) am Beispiel von f(z) = e~30+”




Beispiel: Monte Carlo Integration mittels importance sampling

Wie im oberen Abschnitt beschrieben lésst sich ein Integral

[ /  Ha)ds

mit Hilfe einer Monte Carlo Integration

N :
1 w teilt
I f(zx) 1 Z (x;, w — ver & )
w(z) N — w(z;, w — verteilt)
approximieren.

Dieses Verfahren soll nun auf die Funktion f(z) =e im Intervall [0 : 1] angewendet
werden. Die von Mathematica numerisch bestimmte Losung lautet:
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Abbildung 1.1: Verlauf der zu integrierenden Funktion f(z) = =30



In den Abbildungen (1.2) und (1.3) sind 3 verschiedene MC-Integrationen mit jeweils
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu finden. Hier ist sehr gut zu erken-
nen, dass das Verfahren an Geschwindigkeit gewinnt (d.h. weniger MC-Schritte benotigt
werden), wenn moglichst viele x; in Bereichen ”gezogen” werden, in denen die Funktion
f(z) groBie Werte annimmt(importance sampling”). Es ist allerdins zu beachten, dass
nur der Teil des Integrals berechnet wird, in dem w(z) > 0 ist. Eine Wahl von w(z) wie
in Abbildung (1.4) fiihrt folglich zu einem falschen Ergebnis, da ein wesentlicher Teil
des Integrals abgeschnitten wird.
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Abbildung 1.2: MC-Integration mit einer gleichverteilen Wahrscheinlichkeitsfunktion
wi(x).
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Abbildung 1.3: MC-Integration mit zwei weiteren Wahrscheinlichkeitsfunktion ws(x)
und ws(x).
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Abbildung 1.4: MC-Integration mit einer ungeeigneten Wahrscheinlichkeitsfunktion
wy(x). Die ungenaue Approximation des Integrals kommt zu stande, da
durch die Wahl der Wahrscheinlichkeitsfunktion wy(z) ein zu grofer Teil
des Integrals dbgeschnitten” wird.



2 Metropolisalgorithmus

Ist man an Konfigurationen interessiert, welche unter einer vorgegebenen Verteilung er-
zeugt werden, bietet es sich an den Metropolisalgorithmus zu verwenden.

Metropolisalgorithmus:

1. Erzeuge zufillig eine Konfiguration f,,
2. Erzeuge zufillig eine weitere Konfiguration f,,

3. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1]

4. Akzeptiere f,, wenn min <1, J{”) > &,

wenn nicht nehme wieder f,,

5. Gehe zu Schritt 2

An folgenden Beispielen soll die Funktionsweise des Metropolisalgorithmusses verdeut-
licht werden.

Beispiel: Ziffernfolge mit vorgegebener Ziffernverteilung

Zunéchst soll ein diskreter Konfigurationsraum mit vier méglichen Konfigurationen be-
trachtet werden. Wir sind an der Erzeugung einer Zahlenkette aus den Ziffern 1-4 unter
folgenden Vorraussetzungen interessiert:

e Die Kette soll mit einer geraden Ziffer starten.

e Die Differenz zweier aufeinander folgender Ziffern darf nur die Werte (-1,0,1) an-
nehmen.

e Nach der "1”darf die 74" folgen und nach der ”4”die ”1”
(Periodische Randbedingungen)

e Die geraden Ziffern (2,4) sollen doppelt so héufig auftreten wie die ungeraden

Ziffern (1,3) (%:%:%:%ZQUM%Z%ZQ



Eine mogliche Zahlenkette wére beispielsweise 72344121432234412221444” .
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Abbildung 2.1: Méglicher Weg durch den Konfigurationsraum

Metropolisalgorithmus:

1. Erzeuge zufillig eine der Ziffern 717,72” 7 36der 74”.

2. Erzeuge eine neue Ziffer indem du zuféllig -1,0,1 auf die alte Ziffer addierst.
Aus einer durch Addition entstandenen ”(0” mache eine ”4iind aus einer durch Ad-
dition entstandenen ”5”mache eine 71”.

3. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1]

4. Akzeptiere die neue Ziffer, wenn min (1, Jf—”) > &,
wenn nicht nehme erneut die alte Ziffer.

5. Gehe zu Schritt 2

Um zu verstehen, dass mit dem Metropolisalgorithmus diese Zahlenketten erzeugt wer-
den konnen, miissen der zweite und vierte Schritt des Algorithmusses néher betrachtet
werden.

Schritt 2 sorgt zum Beispiel dafiir, dass es gleichwahrscheinlich ist, nach einer ”2€ine
717 .726der ”38u erzeugen. Die Wahrscheinlichkeit betrégt jeweils %

Schritt 4 sorgt allerdings dafiir, dass nicht jede neue Konfiguration akzeptiert wird.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer ”3”nach einer ”2”betrégt auf Grund des
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Akzeptanzkriteriums min (1, %) > & beispielsweise lediglich %

Kombiniert liefert dies folgende Wahrscheinlichkeiten fiir die Nachfolger einer ”2”:

11 1
Peo1) =211
3276
1 9
P22 ==.9=2
( ) 3 3
11 1
P2—3) == ===
2=3)=35=5%

Bei P(2 — 2) ging zusétzlich noch die Bedingung ein, dass die alte Konfiguration
erneut verwendet wird, sollte die neue Konfiguration abgelehnt worden sein.

Schreibt man nun die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ubergéinge P(m — n) in
eine Ubergangsmatrix 7, wobei in der Komponente 7;; die Wahrcheinlichkeit P(i — j)
mit 4,5 € {1,2,3,4} steht, ergibt sich:

/3 1/3 0 1/3

1/6 2/3 1/6 0

0 1/3 1/3 1/3

1/6 0 1/6 2/3
Wiéhlt man nun als Startvektor o7, dass die erste Ziffer beliebig ist,
1/4
1/4
1/4
1/4
lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ziffer an der k-ten Stelle der Zahlenfolge wie
folgt bestimmen:

Up = T+ U1
=7 (TU_2)
=m-...-(m- (7))

Hierbei zeigt sich schon ab der zwanzigsten Stelle (k=20), dass die Ziffern mit der vor-
gegeben Verteilung auftreten:

1/6
S 2/6
V20 = 1;6

2/6
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Beispiel: Unabhingigkeit von der Startkonfiguration

Ahnlich wie im vorigen Beispiel soll wieder eine Zahlenkettern erzeugt werden diesmal

allerdings mit den Ziffern 1-9 und mit einer schwierigeren Verteilung. Die Bedingungen
an die Zahlenkette lauten diesmal:

1. Es sollen die Ziffern 1 bis 9 verwendet werden.

2. Die Differenz zweier aufeinander folgender Ziffern darf nur die Werte (-1,0,1) an-
nehmen.

3. Nach der ”1”darf die 79" folgen und nach der ”9”die ”1”
(Periodische Randbedingungen).

4. Die Ziffern sollen mit folgenden Haufigkeiten auftreten :

s fs f4 fe fs _ [z f2 _ s
r= = 2 und f—2und —f—2und f_2

(die ”580ll belsplelswelse doppelt so haufig auftreten wie die "4iind die ”6”)

In den Abbildung (2.2) und (2.3) sind die Simulationsergebnisse mit unterschiedlichen
Startvektoren zu finden.

. k=1
k=10
Kk =100
I k = 1000
I k = 10000

Haufigkeit / N

Ziffer

Abbildung 2.2: Simulationsergebnis des Metropolisalgorithmus fiir die im Text beschrie-
bene Zahlenfolge.
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Abbildung 2.3: Simulationsergebnis des Metropolisalgorithmus fiir die im Text beschrie-
bene Zahlenfolge mit einem anderen Startvektor.

Anmerkungen

Wie in den Abbildungen (2.2), (2.3) zu sehen, ist die Grenzverteilung unabhéngig
von dem gewéhlten Startvektor. Dieser hat lediglich Einfluss darauf, wie lange es
dauert, bis sich die gewiinschte Verteilung einstellt.

Der Metropolisalgorithmus benotigt eine gewisse Zeit, bis er Konfigurationen mit
der vorgegebenen Verteilung erzeugt. Diese Zeit wird Thermalisierungszeit genannt.
Es ist darauf zu achten, dass erst nach der Thermalisierungszeit an der Simulation
Messungen ausgefiihrt werden.

13



3 Simulation von Gasen und
Fliissigkeiten mit wenigen Teilchen

Ist man daran interessiert ein Teilchengas mit einer typischen Teilchenanzahl in der
GroBenordnung 10?2 auf einem Computer zu simulieren, steht man schnell vor einem
Problem. Allein der Versuch, jedes Teilchen mit einem Byte auf dem Computer abzu-
speichern, wiirde bedeuten, dass der Computer iiber 10! Terabyte verfiigen miisste -eine
Groflenordnung, die vernab von heutigen Rechnerleistungen ist. Es muss also ein Weg
gefunden werden, dieses quasi unendlich grofle System auf einem endlichen Computer
zu simulieren. Eine gute Moglichkeit hierfiir ist der Gebrauch von sogenannten ” Peri-
odischen Randbedingungen” (PRB). Es wird davon ausgegangen, dass wenn ein Teilchen
das Simulationsvolumen verlésst, sein Spiegelbild an der gegeniiberliegenden Seite wie-
der eintritt (sieche Abbildung (3.1)). Somit ist es moglich ein konstantes Volumen mit
konstanter Teilchenzahl ohne Randeffekte zu realisieren.

- -~ -~ -
o S o

~t—x . o -
o ° o

-1 X -l < -1 -
o S o

Abbildung 3.1: Simulationsvolumen mit zwei Teilchen umgeben von seinen Bildern. Vi-
sualisierung von PRB in zwei Dimensionen.
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Im néchsten Schritt muss ausgeschlossen werden, dass ein Teilchen i mit mehreren Bil-
dern von Teilchen j wechselwirkt. Um dies zu gewéhrleisten fiithrt man die sogenannte
"minimum image” Konvention ein. Wie der Name schon verrét, bedeutet dies, dass ein
Teilchen i nur mit dem néchsten Bild von Teilchen j wechselwirkt (siche Abbildung

(3.2)).

minimum
image
1
0.2 0.8 1.2
| e | o | - °
] C i i
-1 0 1 2

Abbildung 3.2: Visualisierung der ”minimum image” Konvention in einer Dimension

Anmerkung:

Der C++ Quellcode konnte lauten:

int runden (double a) // Rundet bis 0.5 ab und ab 0.5 auf

{
a=a+0.5;
int b= floor(a);
return b;

}

xij= fabs(i-j); //Abstand zwischen i und j
xij_min = fabs(runden(xij)-xij); // kiirzester Abstand von i
// zum Bild von j

15



Als néchstes wird ein Modell benotigt, welches Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
beschreibt. Bei der Simulation von ungeladen Teilchen wird héufig das Lennard-Jones

Potential verwendet:
o\ 12 o\ 6
Tz'j Tij

Hierbei bezeichnet r;; den Abstand zwischen zwei Teilchen ¢ und j. Bei grofien Entfer-
nungen der Teilchen wirkt das LJ-Potential anziehend und ab einem Abstand von o

abstoend (siehe Abb.(3.3)).

Uwa(r)

0.8 1.0 1.2 14 16 1.8 2.0 2.2 2.4

Abbildung 3.3: Lennard Jones Potential fiir e =0 =1

Da der groBite Rechenaufwand in der Berechnung der potentiellen Energien zwischen den
Teilchen besteht, wire die Einfithrung eines Abschneideradius r.,; vorteilhaft, welcher
festlegt, bis zu welchem Abstand zwei Teilchen wechselwirken. Dies hétte den Vorteil,
nicht mehr ”N-1"Wechselwirkungen des Teilchens ¢ mit allen anderen Teilchen berech-
nen zu miissen, sondern nur die mit r;; < r¢,. Dies wiirde eine deutliche Verkiirzung der
Rechenzeit bedeuten. Die Frage ist nun, wie sich die Einfithrung von r.,; physikalisch be-
griinden lésst. Die naheliegendste Begriindung, dass das Lennard-Jones Potential schon
ab einem Abstand von einigen ¢ vernachléssighar gering wird, mag im ersten Moment
richtig erscheinen, beinhaltet allerdings einen Haken. Mit grofler werdendem Abstand
geht das Lennard-Jones Potential zwar gegen Null, es steigt jedoch auch die Anzahl an
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Wechselwirkungspartnern, welche in der Summe wieder einen nicht vernachlassigbaren
Anteil beitragen konnten. Es wird also eine Abschétzung benotigt, um sagen zu kénnen,
welcher Effekt iiberwiegt. Dafiir soll die mittlere potentielle Energie pro Teilchen bei
grofien Abstdnden r;; berechnet werden.

<U> <ZULJ T'l] > (32)

z'<j

Diese Gleichung lasst sich aufteilen in einen Anteil mit Teilchen, welche innerhalb der
Abschneidekugel sind und einen Anteil mit Teilchen auflerhalb dieser.

(1) (2)

A A

1
=N E ULJ(Tij +— E ury(rij)
1<j 1<j
Tij <Tcut T'ij >=Tcut

Es soll nun der Summand (2) betrachtet werden. Hier geht ein, dass fiir den Mittelwert
einer Funktion k(r;;) gilt:

1
< k(ry) >= /dgrijk(nj)m(rij)

Wobei es sich bei go(r;;) um die Paarkorrelationsfunktion handelt.
Damit folgt:

1
<Z Ur.g Tz] > - /dgrm N ZULJ Tij 92(%)

1<J N—_—— 1<j

Tij >=Tcut

Tij > =Tcut

Vertauscht man nun das Integral und die Summe und beachtet, dass fiir die Anzahl an

Wechselwirkungspaaren N(]\;_l) ~ NTQ gilt, folgt:

<ZULJ Tij > ~ — /d Tij uLJ(TZ])QQ(TZ])

1< N’
-~ Tij >=Tcut
Tij >=Tcut

[

Da wir den Fall fiir grofie 7;; betrachten, gilt go(r;;) = 1. AuBlerdem ist u; rotations-
symmetrisch und durch Verwendung von Kugelkoordinaten ergibt sich:

47 o
<Z ury (1) > 7/)/ drij‘ULJ(Tij)T?j

i<j Teut
~~
Tij >=Tcut
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Setzen wir nun das oben beschriebene Lennard-Jones Potential ein und berechnen das
Integral, so ergibt sich:

1 8meadp [ oF 1
N <ZULJ<7"1']')> =3 {W .3 }

i<j cut cut

-
T'i5 >=Tcut

J/

Somit wird klar, dass Teilchen auflerhalb von r.,; fiir einen konstanten Korrekturterm
sorgen. Dies legitimiert die Einfiihrung eines Abschneideradius.

Abschlieflend ist es nun moglich periodische Randbedingungen, ”minimum image” Konvention
und Abschneideradius zu kombinieren (siche Abbildung (3.4)). Die Wechselwirkung von
Teilchen i mit den Bildern von Teilchen j wird nur dann berechnet, wenn der kiirzeste
Abstand zwischen den Teilchen kleiner als r.,; ist.

- —— -~ -
o o o
~— -l x = -
lcut
o o
I\
o o o
Abbildung 3.4: Kombination = von  Periodischen = Randbedingungen, ”minimum

image” Konvention und Abschneideradius
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4 MC-Simulation eines Lennard-Jones
Fluids bestehend aus Punktteilchen

Im folgenden Kapitel geht es um die Simulation eines Lennard-Jones Fluids in ver-
schiedenen Ensembles. Zunéachst soll der einfachste Fall eines kanonischen Ensembles
(NVT-Ensemble) betrachtet werden.

4.1 NVT-Ensemble

Als kanonisches bzw. NVT-Ensemble wird ein thermodynamisches System mit konstan-
ter Teilchenanzahl N, konstantem Volumen V und konstanter Temperatur T bezeichnet.
Die klassische Zustandssumme fiir ” Punkt-" Teilchen lautet:

Zkanomsch == /dsz : d3N7, : eiﬁH (41)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ergibt sich dann:

o e~BH{} 7))
F{r AP = TdNp - &y - e PH)

(4.2)

Die Schreibweise d3V bedeutet, dass iiber die 3 Impulskomponenten der N Teilchen
integriert werden soll. H({7},{p}) = K({p}) + U({7}) ist die Summe aus kinetischer
Energie K und potentieller Energie U und wird als Hamiltonfunktion bezeichnet. Da K
nur von den Impulsen abhéngt und U von den Ortskoordinaten, lasst sich die Gleichung
(4.2) in ein Produkt zerlegen.

. . e~ BE{p}) e~ BU{T)
fH AP} = [N - p- e PEA) ' [d3N - e FUAT

= () - LY (4.4)

Soll nun der Erwartungswert einer Observablen A({7}), welche nur von den Ortskoor-
dinaten abhéngt, berechnet werden

(4.3)

< A({r}) >= /d?’Np-d?’N?"-A({F})-f({F}y{ﬁ}) (4.5)
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lisst sich dies mit Hilfe von Gleichung (4.4), der Bedingung [d*p - f,({p}) = 1 und
dem Wissen iiber MC-Integration vereinfachen:

M

<A >= [ @A) B ~ 57 > AW (4.6

=1

Hier steht {r}; fiir die i-te Konfiguration aus einer Abfolge von Konfigurationen, die
entsprechend f,({r}) gewichtet sind. Wie diese erzeugt werden, hatten wir anhand des
Beispiels SZiffernfolge mit vorgegebener Ziffernverteilungin Kapitel zwei gesehen. Im
vorliegenden Fall ist J{% durch

fuo F{Tm})

gegeben. Der Zustand n tritt also um den Faktor }{—Z hédufiger auf, als der Zustand m.

fo _ ST —swdmp-vdma) (4.7)

e PV wird dabei als Boltzmanfaktor bezeichnet. Man beachte, dass sich der komplizierte
Nenner, also [ d*V r-e P herausgekiirzt hat. Ein entsprechender Algorithmus lautet:

Metropolisalgorithmus im NVT-Ensemble:

1. Erzeuge zufillig eine Konfiguration f,,,.
2. Erzeuge zufillig eine weitere Konfiguration f,,.
3. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].

Jn

y ) > & mit m # n, wenn nicht, nehme wieder f,,.

4. Akzeptiere f,, wenn min(l,

5. Gehe zu Schritt 2.

Anmerkung:

Dies bedeutet unter anderem, dass eine neue Konfiguration n immer dann akzeptiert
wird, wenn n eine niedrigere potentielle Energie besitzt als m.

Beim Metropolisalgorithmus gilt es, zwei Voraussetzungen zu beachten. Zum einen
miissen alle moglichen Konfigurationen des Systems erzeugt werden kénnen (Ergodi-
zitit), zum anderen muss der Ubergang von m zu n mit gleicher Wahrscheinlichkeit
erzeugt werden wie der Ubergang von n zu m ("detailed balance” Bedingung).
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Beispiel: Monte Carlo Simulation eines NVT-Ensembles

Es soll eine NVT-Simulation in drei Dimensionen erstellt werden, welche es ermdoglicht,
den Erwartungswert der potentiellen Energie < U, > zu bestimmen.

Hauptprogramm:

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
#include<time.h>

#define L 8 //VolumengroBe
#define N 200 //Teilchenanzahl
#define n 100000 // MC-Schritte

typedef struct{
double x;
double y; // Schwerpunkt in Kartesischen Koordinaten
double z;

} Teilchen;

//globale Variablen

Teilchen liste[N]={0};

Teilchen liste_move [N]={0};
double U_matrix [N] [N]={0};
double U_matrix_neu [N][N]={0};
double Upot_alt;

double Upot_neu;

int main(void)
{ int i,j,k,z;
startkonfi(liste,liste_move); //Lasst die Teilchen auf einem

Upot_alt=upot_start(); Gitter starten

for(k=1;k<=n;k++) // Hauptschleife

{
z=rand () %N; // wadhlt eine Zufallszahl zwischen O und N
move(liste_move,z); // Bewege das zufdllig gewdhlte Teilchen
Upot_neu=upot_neu(z); // Bestimme neue potentielle Energie
metropolis(); // Metropoliskriterium

}

return 0;}
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Verwendete Funktionen:

Es bietet sich an, die Teilchen auf einem Gitter starten zu lassen. Dies hat im Gegensatz
zu einer zufalligen Wahl der Startkonfiguration den Vorteil, dass die Teilchen sich nicht
Bu nah”kommen und die potentielle Energie nicht divergiert. Hierbei ist darauf zu achten,
dass das Gitter nicht die Rénder der Box beriihrt, da es sonst zu Schwierigkeiten mit
den periodischen Randbedingungen kommt.

void startkonfi (Teilchen feld[],Teilchen feld_movel])
{

double 1i,j,k;

int counter=0;

double ende = pow(N, (double)1/3);

double max=(double) (L-2)/(ende) ;

for(i=0;i<=L-2;i=i+max)
{
for(j=0;j<=L-2; j=j+max)
{
for (k=0;k<=L-2;k=k+max)
{
if (counter<=N-1)

{feld[counter] .x=1+k;
feld[counter] .y=1+j;
feld[counter] .z=1+1;
feld_move[counter] .x=feld[counter] .x;
feld_move[counter] .y=feld[counter] .y;
feld_move[counter] .z=feld[counter] .z;
counter=counter+i1;

}

Das Verschieben eines Teilchens mit periodischen Randbedingungen in drei Dimensionen
konnte so aussehen:

void move (Teilchen feld[],int k)

{
feld[k] .x=feld[k] .x+(1-(double)2*rand () /RAND_MAX)*r_max;
if (feld[k] .x>L) feld[k].x=feld[k].x-L;
if (feld[k] .x<=0) feld[k].x=feldl[k] .x+L;
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feld[k] .y=feld[k] .y+(1-(double)2*rand () /RAND_MAX) *r_max;
if (feld[k] .y>L) feld[k].y=feld[k].y-L;
if (feld[k] .y<=0) feld[k].y=feld[k].y+L;

feld[k] .z=feld[k] .z+(1-(double)2*rand() /RAND_MAX)*r_max;
if (feld[k] .z>L) feld[k].z=feld[k].z-L;
if (feld[k] .z<=0) feld[k].z=feld[k].z+L;

}

Die Berechnung der potentiellen Energie zwischen zwei Teilchen unter Verwendung der
”minimum image” Konvention und des Abschneideradius lautet:

double u_

{
double

1j (Teilchen i,Teilchen j)

u_lj;

// Bestimme kleinsten Abstand rij_min zwischen i und j

bzw.

double
double

double
double

double
double

i und den Bildern von j
xij= fabs(i.x-j.x);
xij_min = fabs(L*runden(xij/L)-xij);

yij = fabs(i.y-j.y);
yij_min=fabs(L*runden(yij/L)-yij);

zij=fabs(i.z-j.z);
zij_min=fabs(L*runden(zij/L)-zij);

// r Betrag:

double

r_ij=sqrt(pow(xij_min,2)+pow(yij_min,2)+pow(zij_min,2));

if (r_ij<=r_cut) // Abfrage ob r-Betrag kleiner r_cut ist.

{

u_lj=4*epsilon*(pow((sigma/r_ij),12)-pow((sigma/r_ij),6));
return u_1j;

}
else
return

0;
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Fiir das Metropoliskriterium ergibt sich:

void metropolis (void)

{
double e_hoch=exp(-(Upot_neu-Upot_alt)/(k_b*T)); // Metropoliskriterium

if (min(1,e_hoch)>= (double)rand()/RAND_MAX)

{ Upot_alt=Upot_neu;
gleich_setzen(liste,liste_move);
Energiematrix_gleich(U_matrix,U_matrix_neu);

}

else

{Upot_alt=Upot_alt;
gleich_setzen(liste_move,liste);
Energiematrix_gleich(U_matrix_neu,U_matrix);

}

Anmerkung 4.2:

Der grofite Rechenaufwand der Simulation liegt in der Berechnung der potentiellen
Energien zwischen den einzelnen Teilchen. Wie oben beschrieben, wird bei jedem
MC-Schritt eine neue Konfiguration erzeugt, indem ein Teilchen zuféllig ausgew&hlt
und verschoben wird. Da es sich als sehr rechenaufwendig erweist, bei jedem MC-
Schritt alle potentiellen Energien neu zu berechnen, bietet sich folgendes Verfahren
an.

e Berechne am Anfang der Simulation die potentiellen Energien zwischen allen
Teilchen und speichere sie in einer (NxN)-Matrix ab. Hierbei steht in der
Komponente U;; die potentielle Energie zwischen Teilchen ¢ und j.

e Wihle zufillig ein Teilchen i.
e Losche die i-te Zeile und Spalte.
e Verschiebe das i-te Teilchen zufillig.

e Fiille die i-te Zeile und Spalte mit den fiir Teilchen i neu berechneten potenti-
ellen Energien.

e Erhalte die gesammte potentielle Energie durch Aufsummieren der Komponen-
ten der oberen Dreiecksmatrix ohne Diagonale.
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Ein Beispiel fiir 4 Teilchen, bei dem Teilchen ”3Bufillig ausgewiahlt wird, verdeutlich
das Verfahren:

Un U Uiz U Ui U 0 Uy U U [213 Ura

Uy Uz Usz Uy Usg Uz 0 Upy Q21 [[22 [[23 [[24

Ui Usy Usz Usy 0O 0 0 0 Usi Usy Uss Usy

Un Usp Uss Upn U U 0 Up Uy Usp Usys Uy
= Ugesamt = Ur2 + Urs 4 Urg 4 Uz 4 Uzy + Usy

In Abbildung (4.1) sind die Simulationsergebnisse fiir ein mit obigem Quellcode simmu-
liertes NVT-Ensemble. Die Energiehistogramme fiir verschiedene Teilchenanzahlen sind
in Abbildung (4.2) zu finden. Es ist gut zu erkennen, dass das Verteilungsmaximum mit
steigender Teilchenanzahl schmaler und héher wird. Dies legt den Gedanken nahe, im
thermodynamischen Limes einen Deltapeak zu erwarten. Passend dazu ist in Abbildung
(4.3) das Verhalten des Erwartungswertes der Energie bei Erhohung der Teilchenanzahl
und gleichzeitig konstanter Teilchendichte zu finden. Im thermodynamischen Limes ist
ein % Verhalten beobachtbar.

-0.7

| <Upot/N>=-1.16 |

-0.8

Upot/N

-15 , , : , . , . , . ,
0 20000 40000 60000 80000 100000

MC-Schritte

Abbildung 4.1: % als Funktion der MC-Schritte fiir N=100, L=8, T=2 und r.,;=2.5.
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Abbildung 4.2: Energiehistogramme fiir verschiedene Teilchenanzahlen
(N =100 und N = 1000).
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Abbildung 4.3: Verhalten von % im themodynamischen Limes.
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4.2 NPT-Ensemble

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie mit Hilfe des Metropolis Algorithmus
ein NVT-Ensemble simuliert werden kann. Nun wollen wir uns einem System mit kon-
stanter Teilchenanzahl, konstantem Druck und konstanter Temperatur (NPT-Ensemble)
widmen. In diesem Ensemble wird das Volumen V' als zusétzlicher Konfigurationsfrei-
heitsgrad behandelt. Hier ist es wichtig, zunéchst zu verstehen, dass die potentielle Ener-
gie im Falle periodischer Randbedingungen nicht mehr nur von den Orten der Teilchen,
sondern zusétzlich noch von der Gréfle des Simulationsvolumens abhéngt. Dies wird in

Abbildung (4.4) verdeutlicht.

Lalt

—
Icut
e | e
0.2 Lat/ 0.8 Lait
Lneu
| |
! |
lcut
—e +— r—t—= +—
.2 Lneu 0.8 Lneu

Abbildung 4.4: Visualisierung der Tatsache, dass die potentielle Energie zuséatzlich eine
Funktion von Vist = U = U({s},V)

Desweiteren muss die Auswirkung einer Volumensidnderung auf den Erwartungswert
einer Oberservablen untersucht werden. Dafiir betrachten wir den Erwartungswert einer
Oberservablen A, welche nur von den Orten abhéngt.

<A == [ @ [ @Al 14 (43)

Hier sehen wir, dass sich bei einer Volumensénderung das Integrationsvolumen V dndert.

Soll nun spéater das Metropoliskriterium ]}—m angewendet werden, muss vorher sicher ge-

stellt sein, dass iiber dasselbe Integrationsyxlfolumen V integriert wurde.



Dies wird durch die Einfithrung von dimensionslosen Koordinaten § erreicht:

r-Raum $-Raum

Lneu

-

VolumenvergrofRerung

Abbildung 4.5: Volumensvergroflerung im 7~ und s~-Raum
Somit ist sichergestellt, dass das Simulationsvolumen in s-Koordinaten immer die Lénge

L =1 hat. Dies muss allerdings bei allen Zusammenhéngen, welche mit Langen zu tun

haben, beispielsweise den Periodischen Randbedingungen oder dem Abschneideradius,
beriicksichtigt werden.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion im NPT-Ensemble gilt dann:
fnpr({5}, V) oc VN - e AUUSEVITPY] (4.9)

Wobei der Faktor V¥ aus der Substitution von # durch § stammt.
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Der Metropolis Algorithmus fiir ein kubisches Simulationsvolumen (L, = L, = L, = L)
im NPT-Ensemble lautet:

Metropolisalgorithmus im NPT-Ensemble:

1. Erzeuge zufillig eine Konfiguration f,,.

2. Erzeuge zufillig eine weitere Konfiguration f,,, indem du entweder
(a) zufillig ein Teilchen verschiebst oder
(b) zufillig das Simulationsvolumen V verdnderst

3. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].

4. Akzeptiere f,, wenn
min(l, exp {—6 [U”e“ — Ut 4 p(Vrer — V“lt)} + Nin (%)}) > £,

wenn nicht nehme wieder f,,.

5. Gehe zu Schritt 2.

Der Fall (a) ist identisch zu behandeln wie im NVT-Ensemble. Daher widmen wir uns
jetzt Fall (b), bei welchem das Volumen zuféllig geéndert und die neue potentielle Energie
berechnet wird. Die zufillige Volumensidnderung kann wie folgt realisiert werden:

yrer = Yl 4 (26 — 1)0Vinae (4.10)

Hierbei ist £ wieder eine gleichverteilte Zufallszahl zwischen 0 und 1 und V,,, die ma-
ximale Volumensédnderung. Der Abstand zwischen zwei Teilchen lédsst sich in den s-
Koordinaten wie folgt ausdriicken:

rij = |1 = 751 = L[5 — §| = sy L (4.11)

Bei der Berechnung der neuen potentiellen Energie nach einer Volumensédnderung zeigt
sich nun ein weiterer Vorteil der s~-Koordinaten.

B 12 6
(new) _ _% ) _ _9
U =3 " e (r(”e“)> 4e<r@€u)> (4.12)

1<j L ij ij
[ o 12 - 6
<y L
(o 12 1 12 o 6 1 6
= 4e [Z (;) ] (L(neu)> — 4e [Z (5) ] (L(neu)) (414)
1<) i<j
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Die potentielle Energie der neuen Konfiguration setzt sich also aus den einzelnen Antei-
len der alten Konfigurationen zusammen, die nur unterschiedlich skaliert werden miissen.
Dies bedeutet, dass auf die rechenintensive Summation iiber alle Wechselwirkungspart-
ner verzichtet werden kann.

Beispiel: Monte Carlo NPT-Simulation fiir Methan

Mit den oben eingefiihrten Methoden wurde eine NPT-Simulation fiir ein Lennard-Jones-
System mit 108 Teilchen erstellt. Es soll die Temperaturabhéingigkeit der Dichte von
Methan bei einem konstanten Druck von 10MPa (P=0.2573) untersucht werden. Die
Simulationswerte werden mit experimentellen Daten verglichen. Dafiir wurden die ex-
perimentellen Daten mit den Parametern ¢ = 141.185K und o = 3.688 umgerechnet.
In Abbildung (4.6) sind die Daten der Simulation und des Experiments zu finden. Es
wurde s.,; = 0.4 gewahlt, was wiederum bedeutet, dass sich 7,,; mit dem Simulationsvo-
lumen &ndert. Daher ist es wichtig, die Langreichweitenkorrekturen des Lennard-Jones
Potentials zu beriicksichtigen und bei jeder Volumensédnderung neu zu berechnen.

—+— Experimentelle Daten
—o— Mit MC simulierte Werte

0.5 4 +
o
Druck P =0.2573
0.4
+
“. 034
2
o
O 024 \+o\
a | N
\kb“’\o
0.1 %\o
M+
0.0 T T T T T T T T T T T T T 1
1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0 45

Temperatur T

Abbildung 4.6: Temperaturabhéngigkeit der Dichte von Methan.
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Anmerkung:

Mochte man eine thermodynamische Grofie gegen eine andere auftragen, ist es un-
praktisch fiir jeden Simulationswert eine neue Simmulation zu starten. Eleganter und
effektiver ist es, die vorige Konfiguration als Startkonfiguaration fiir den néchsten
Messpunkt zu nehmen. Dieses Verfahren wurde bei der Simulation in Abbildung (4.6)
verwendet. Hier wurde bei einer Temperatur von 7' = 4 gestartet und bis 7" = 1.4
Schritt fiir Schritt simuliert. Dennoch ist es wichtig, bei jedem Temperaturschritt
darauf zu achten, dass sich das System wieder im Gleichgewicht befindet, bevor mit
der neuen Messung begonnen wird. Diese Thermalisierungszeit ist je nach Konfigu-
ration verschieden.

Beispiel: Monte Carlo NPT-Simulation fiir Argon

Mit der obigen NPT-Simulation soll diesmal die Temperaturabhéngigkeit der Enthalpie
H von Argon bei einem konstanten Druck von 10MPa (P = 0.2478) bestimmt werden.
Die Simulationswerte werden mit experimentellen Daten verglichen. Dafiir wurden die
experimentellen Daten mit den Parametern e = 111.756K und o = 3.369 umgerechnet.
Aus der Simulation wurden die innere Energie E und die Dichte p entnommen. Mit
folgender Relation lies sich dann die Enthalpie bestimmen:
H FE N P
N N
Auflerdem wurde mit Hilfe der Entahlphiewerte die Warmekapazitét %’ als
Temperaturableitung bestimmt:
¢ 1 (dH
R N \dT ),

In Abbildung (4.7) sind die Daten der Simulation und des Experiments zu finden.
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—+— Experimentelle Daten

10— —o— Mit MC simulierte Werte
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g e
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= 4 /O}/
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Temperatur T

+ Experimentelle Daten
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o Mit MC simulierte Werte
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Abbildung 4.7: Temperaturabhéngigkeit der Enthalphie % und der Waremekapazitit %’
von Argon.
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4.3 VT-Ensemble

mit variabler Teilchenanzahl erzeugt werden. Hierfiir werden das Volumen V, die Tem-
peratur T und das chemische Potential p vorgegeben. Dieses Ensemble wird als grof3-
kanonisches bzw. ;VT-Ensemble bezeichnet. Ausganspunkt fiir das Metropoliskriterium
ist wieder die Wahrscheinlichkeitsfunktion. Diese lautet im groflkanonischen Ensemble:

vy 3N _—BU, N
f N AN e PUpet P (4.15)
Hierbei bezeichnet Ar die thermische Wellenldnge, welche das Ergebnis der Impulsinte-
gration darstellt. Diese muss aufgrund der nicht konstanten Teilchenanzahl beriicksichtigt
werden. Fiir eine mogliche Anderung der Konfiguration kommen nun drei Moglichkeiten

in Frage.

1. Bewegung eines zufillig gewdhlten Teilchens an einen zufélligen Platz im Simu-

lationsvolumen. Hiefiir ist das Verhaltnis J}”l: dasselbe wie im NVT-Ensemble:

fneu — e—ﬁ(Uneu_Ualt) (416)
falt

2. Erzeugung eines Teilchens an einem zufélligen Ort im Simulationsvolumen:

A=3(N+D) Nl
fneu . (TN—H)! 4 exp [_5Uneu - N(N + 1)]
o AV Newp [~ BU — uN]
AL
= N + 1V6xp [_ﬂ(Uneu - Ualt - ,U)]
aV
= exp _5(Uneu - Ualt) +In (N——H)] (4.17)

Die Grofle a bezeichnet die Aktivitat und ist gegeben durch das chemische Potential
w1 und die thermische Wellenlédnge Ap:

a= A;?’BB“

3. Vernichtung eines zufillig gewdhlten Teilchens:

AT3(N=1)

fneu . WVN_lexp [_ﬂUneu - M(N — 1)]
Jat A;];;N VNexp [_BUalt _ ,UN]
N
- mewp [_B(Uneu — Uait + ,U)]
= B(U Uut) +1 N (4.18)
=erp (— neu — Yalt n oV .
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Der Metropolisalgorithmus im pV'T-Ensemble lautet folglich:

Metropolisalgorithmus im ¢ VT-Ensemble:

1. Erzeuge zufillig eine Konfiguration f,,.

2. Erzeuge zufillig eine weitere Konfiguration f,,, indem du entweder
(a) zufiillig ein Teilchen verschiebst
(b) zufillig ein Teilchen erzeugst
(c) zufillig ein Teilchen vernichtest.

3. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].

4. Akzeptiere f,, wenn (je nach Fall)
(a) min(1, exp[—L(Unew — Uait)]) > ¢
(b) min(1, exp [—5(Uneu — Ualt) +In (J\C;:L/ )]

(c) min(1, exp [—ﬁ(Uneu — Ua) +In (%)

wenn nicht nehme erneut f,,.

)>¢
=G

;1’_‘

5. Gehe zu Schritt 2.

Anmerkung;:

Da im pVT-Ensemble die Teilchenanzahl nicht konstant ist, bietet sich eine dy-
namische Programmierung an. Dynamische Vektoren, d.h. Vektoren deren Lé&ngen
wéhrend der Simulation verédndert werden kénnen, sind beispielsweise in der C++
Bibliothek zu finden. Mehr Informationen sind unter www.cplusplus.com zu finden.
Die fiir eine pVT-Simulation wichtigsten Eigenschaften sind folgende:

#include <vector>
using namespace std;

typedef struct{
double x;
double y; // Schwerpunkt in s-Koordinaten s=r/L
double z;

} Teilchen;

//Erzeuge einen Vektor mit dem Namen teilchen_liste
//und Teilchen als Elemente
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vector<Teilchen> teilchen_liste;

int main (void)
{
// Definiere ein Teilchen mit den Koordinaten (0/0/0)
Teilchen start_teilchen;
start_teilchen.x=0;
start_teilchen.y=0;
start_teilchen.z=0;

// Hénge ein Teilchen mit den Koordinaten (0/0/0)
// an das Ende des Vektors
teilchen_liste.push_back (start_teilchen);

// Setze die y-Koordinate des N-ten Teilchens gleich 0.5
teilchen_liste[N].y=0.5

// Losche das N-te Teilchen
teilchen_liste.erase(liste.begin() + N);

Beispiel: Adsorption von Methan an einer Graphitoberfliche

Mit dem bisherigen Wissen iiber ;VT-Simulationen lésst sich die Adsorption von Methan
an einer Graphit Oberfliche untersuchen. Dafiir wird zunéchst die Funktionalitdt der
Simulation getestet. In Quelle [3] auf Seite 179 ist in Abbildung 4.4 der Verlauf des
externen Anteils des chemischen Potentials p., zu finden. Dieser betrégt bei einer Dichte
von p = 0.6365 und einer Temperatur von 7" = 1.4 gerade p., = —1.81. Somit kann
unsere Simulation iiberpriift werden, indem bei 7' = 1.4 und p., = —1.81 die Dichte p
bestimmt wird. Fiir diese sollte dann natiirlich p ~ 0.6365 gelten. In Abbildung (4.8) ist
der zugehorige Verlauf der Dichte zu finden.

Anmerkung:

An dieser Stelle noch ein paar kurze Anmerkungen zum chemischen Potential pu.
Dieses setzt sich aus einem wechselwirkungsfreien Anteil p;4 und einem Wechselwir-
kungsanteil ., zusammen.
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U= fhig + Hex
=T- ln[A%p] Tt Hex

Somit folgt fiir die oben eingefiihrte Aktivitéit a:

a = A exp|Bu]
= A;?’expw(,uid + Hex)]
= p - exp|Sles]

Dies hat den Vorteil, dass die thermische Wellenldnge A7 bei der Simulation nicht
verwendet werden muss.

Abbildung 4.8: Verlauf der Dichte p bei T'= 1.4 und p., = —1.81. Der bestimmte Wert
der Dichte betréagt p = 0.64.

Nachdem wir wissen, dass unsere Simulation funktioniert, ist es moglich, die radiale
Paarkorrelationsfunktion go(7) nach der Thermalisierung unseres Systems zu berechnen.

_n(r,Ar)  n(i-Ar,Ar)
T 4mr?Ar  4w(i - Ar)2Ar

N
mit ppur = — und p(7) (4.19)

/]" =
92(r) Pbulk |4

Hierbei ist n(r, Ar) die mittlere Anzahl an Teilchen in einer Kugelschale der Breite Ar,
in deren Zentrum sich ein zufélliges Teilchen befindet. In Abbildung (4.9) ist die radiale
Paarkorrelationsfunktion go(r) fiir Ar = 0.05 zu finden.

Die 7kleine DichteN&herung von go(r) besagt, dass sich die Teilchen am ”liebstenin
einem Abstand von (r = 1) zueinander aufhalten. Bei der von uns bestimmten radialen
Paarkorrelationsfunktion go(r) ist zusétzlich zu dem grofien Peak bei (r = 1) noch ein
weiterer kleinerer Peak bei (r=2) zu erkennen. Dies bedeutet, dass sich die Teilchen
zusétzlich vermehrt in einem Abstand von r = 2 zueinander aufhalten.

Im néichsten Schritt betrachten wir ein Simulationsvolumen (L, L, L), in welchem sich
an der Stelle z = 0 eine zusétzliche Oberfliche befindet. Zu dem Lennard-Jones-Potential
kommt somit zusétzlich ein Potential, welches die Wechselwirkung zwischen den Teilchen

und der Oberflache beschreibt.
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2.5

g2(r)

Abbildung 4.9: Simulationswerte fiir die radiale Paarkorrelationsfunktion
g2(r)(ausgefiillte Kreise) und ”kleine DichteN#dherung
Ga(r) =~ exp[—Pury| (durchgezogene Linie).
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_ _ 2 (1.034 1.034
U(F‘) = E 4(%12 _ Tijﬁ)"‘ E 17.908 [5 ( = ) — < - ) ]

1<j ~ i=1 g i

/

upg(rij) N ~~

UOberflache (%)
Die hier verwendeten Parameter simulieren die Wechselwirkung zwischen Methan und
einer Graphitoberfliche. Zwei weitere Anderungen in unserer Simulation sind noch
durchzufithren. Zum einen muss aufgrund der Graphitoberfliche bei z=0 die ” minimum
image” Konvention in Z-Richtung und zum anderen aufgrund der gebrochenen Kugel-
symmetrie die Langreichweitekorrektur der potentiellen Energie ausgeschaltet werden.
Mit Hilfe von Su & In [ppurA3] + 2ppurB2(T), wobei die Dichte pyi weit entfernt von
der Oberfléche ist und By(7') (sieche Gleichung 2.80 in Quelle [3]) den zweiten Virialko-
effizienten bezeichnet, lasst sich p., wie folgt berechnen:

fex = 2ppur Ba(T) (4.20)

In Abbildung (4.10) ist die Dichte einer Scheibe mit Volumen (V' = L - L - AL,) als
Funktion der Hohe zu finden. Hierbei sind einerseits zwei Dichtepeaks, welche fiir die zwei
Adsorberschichten stehen, und andererseits die Anndherung an py,;. fiir grofe Absténde
von der Graphitoberfliche bei z=0 zu erkennen.
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0.6 - ,

Dichte

Abbildung 4.10: Verlauf der Dichte in Abhéngigkeit von der Hohe z bei der Adsorption
von Methan an einer Graphitoberfliche bei z=0.
(T = 1.53, pyuir = 0.05, L =6, L, = 12, rous = 3, Az = 0.1)

4.4 Gibbs-Ensemble

Das in diesem Kapitel behandelte Gibbs-Ensemble stellt eine Kombination der vorrigen
drei Ensemble (NVT, NPT, uVT) dar. Hierfiir wird eine weitere Simulationsschachtel
mit Volumen V5 verwendet, in der simultan simuliert wird. Die &ufleren Randbedin-
gungen sind, dass das Gesamtvolumen V = V; + V5 und die Gesamtteilchenanzahl
N = N; 4+ N, konstant bleiben. In der Vorstellung grenzen die beiden Simulations-
schachteln aneinander und kénnen mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten Teilchen- und
Volumentransfers durchfiithren. Aufgrund dieser Transferméoglichkeiten ensteht eine An-
gleichung des chemischen Potentials und des Drucks in beiden Simulationsschachteln.
Somit ist diese Methode beispielsweise gut fiir die Untersuchung von Phaseniibergédngen
und Koexistenzgebieten geeignet. Durch den Angleich von p und P werden sich in den
beiden Volumina jeweils die verschiedenen Phasen bilden.

Um die Metropoliskriterien herzuleiten betrachten wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten Konfiguration mit N; Teilchen im Volumen V) und den Positionen
{r1} in Vi, sowie {r2} in V4.

V(Y = V)N

NIy = vy AU AR + U] (4.21)

f Gibbs X

Im Gibbs-Ensemble werden nun drei mogliche Konfigurationséinderungen betrachtet.

1. Bewegung cines zufillig gewéhlten Teilchens innerhalb einer der Simulations-
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schachteln (z.B. in V}). Hierfiir ist das Verhéltnis JGiths das gleiche wie im NVT-

jl;zbba

Ensemble: ew

s — eap [-BU RN = U{RH)™)] (4.22)

Gibbs

. Volumentransfer zwischen Box 1 und Box 2. Aufgrund der Erhaltung des Ge-

samtvolumens bewirkt eine Volumensénderung in Box 1 um AV eine Volumensénderung
in Box 2 um —AV. Fiir ¢ G“’” folgt somit:

jk}zbbs
Gons _ (V)™ (V — vt
Giws (V)™ (v — vty VT

cap [=B (U{FH™™ = U{rH™)]  (4.23)

Teilchentransfer z.B. aus Box 1 in Box 2. Augrund der Erhaltung der Gesamt-

teilchenanzahl bewirkt ein Teilchentransfer von Box 1 in Box 2 eine Anderung von
Npew = Nt — 1 bzw. Nyev = Ng" 4 1. Somit ergibt sich:

Biths _ Vlf&(f ]—VIVfl)exp (8 (U™~ U™ (4.24)

It
fgibbs

Der Metropolisalgorithmus im Gibbs-Ensemble lautet folglich:

Metropolisalgorithmus im Gibbs-Ensemble:

1.
2.

Erzeuge zufillig eine Konfiguration f,,.

Erzeuge zufillig eine weitere Konfiguration f,,, indem du entweder
(a) zufillig ein Teilchen innerhalb einer der Boxen verschiebst

(b) zufillig einen Volumentransfer durchfiihrst

(c) zufillig einen Teilchentransfer durchfiihrst.

Erzeuge eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].

Akzeptiere f,,, wenn (je nach Fall)

(a) min(1, exp[—B(Unew — Uait)]) > ¢

)N*Nl

() g e
o) min (1, D)oy -5 W™ - U] ) 2 ¢

(c) min(l, %exp -8 (U{r) - U({r })alt”) =4

wenn nicht, nehme erneut f,,.
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5. Gehe zu Schritt 2.

In Abbildung 4.11 sind die verschiedenen Moglichkeiten einer Konfigurationsénderung
im Gibbs-Ensemble zu finden.

Anmerkung:

Soll mit Hilfe des Gibbs-Ensembles die Phasenseparation eines Stoffes untersucht
werden, ist zu beachten, dass es rein zufillig ist, in welcher Box sich welche Phase

bilden wird.

@O
?
C&_
N— _I
' @ .
|__| :. !
I .Iq | I
1 1 | 1
|___| | © :
vl : O !
= e —
o ©
o ®®
: s

?

Abbildung 4.11: Moglichkeiten fiir eine Konfigurationsdnderung im Gibbs-Ensemble
(Entnommen aus Quelle [1])
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Beispiel: Phasendiagramm eines Lennard-Jones Fluids
in der Temperatur-Dichte-Ebene

Ziel ist die Erstellung eines Phasendiagramms des Lennard-Jones Fluids (o0 = e =1) in
der Temperatur-Dichte-Ebene. Hierfiir werden mehrere Gibbs-Ensemble-Simulationen
fiir verschiedene Temperaturen von 7' = 1 bis T' = 1.5 durchgefiihrt. Die weiteren
Parameter sind N = 256, rq,; = 3 und psiere = 0.3.

In beiden Boxen wird jeweils mit einer Teilchenanzahl von Ny = Ny = 128 und einer
Dichte p; = ps = 0.3 gestartet. Aufgrund der Gibbs-Ensemble Schritte wird es zu einem
Angleich des chemischen Potentials und des Drucks in beiden Boxen kommen. Dies hat
zur Folge, dass sich in der einen Box die fliissige Phase und in der anderen Box die
gasformige Phase bilden werden.

In Abbildung (4.13) sind beispielhaft die Verldufe der Dichten der beiden Boxen zu
verschiedenen Temperaturen zu finden. Hier ist sehr gut zu sehen, dass bei niedrigen
Temperaturen die Phasen in den Boxen separieren. Kommt man allerdings zu hoheren
Temperaturen beginnen die Dichteschwankungen grofier zu werden, bis schlieflich kei-
ne Phasenseparation mehr stattfindet. Dieses Verhalten ist ein deutliches Indiz fiir eine
Annéherung an den kritischen Punkt des Lennard-Jones Fluids. Es ist zu erwarten, dass
die Phasen unterhalb der kritischen Temperatur separieren und ab der kritischen Tempe-
ratur nicht mehr zu unterscheiden sind.Dies gilt natiirlich nur, wenn man sich gleichzeitig
im Bereich der kritschen Dichte befindet, welche in unserem Fall in der Néhe von p ~ 0.3
liegt. Mit Hilfe dieser Dichtemessungen ist es nun moglich das Phasendiagramm in der
Temperatur-Dichte-Ebene aufzustellen (siche Abbildung (4.12)).

41



1.35
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Abbildung 4.12: Phasendiagramm des Lennard-Jones Fluids (o
Temperatur-Dichte Ebene
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Abbildung 4.13: Dichteverldufe in den beiden Gibbs-Ensemble Boxen fiir verschiedene

1, T=1.35, T=1.50).
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5 MC-Simulation eines Lennard-Jones
Fluids bestehend aus starren
Molekilen

Nachdem wir uns in den vorangegangenen Kapiteln mit der Simulation von punktférmigen
Teilchensystemen beschéftigt haben, wollen wir diese Ergebnisse nun auf Systeme mit
ausgedehnten Molekiilen erweitern.

Hierbei beschéftigen wir uns zunéchst mit der Simulation von starren Molekiilen (siehe
Abbildung (5.1)). SStarr”bedeutet, dass die Vibrationen bzw. Normalschwingungen der
Molekiile vernachlassigt werden. Dies gilt ebenfalls fiir Deformationen aufgrund duflerer

Kréfte. Ndherungsweise gilt dies fiir kleine Molekiile wie HyO, C Oy, CO, Ny, NH3, CsHg
und weitere.

Bevor wir uns um deren Beschreibung kiimmern, mochten wir an dieser Stelle kurz den
Symmetriefaktor o einfithren, welcher, wie es der Name schon verrit, die Anzahl an
Symmetrien des Molekiils angibt. Beispielsweise ist der Symmetriefaktor im Fall von
Wasser ¢ = 2 und im Fall eines linearen Molekiils mit unterschiedlichen Atomen o = 1.
Um bei spéteren Integrationen iiber den gesamten Phasenraum Mehrfachzihlungen zu
vermeiden, miissen diese Symmetrien beriicksichtigt werden und durch ihre Anzahl o
geteilt werden ( dhnlich wie der Faktor % bei ununterscheidbaren Teilchen).

Die Ausdehnung der Molekiile hat zur Folge, dass wir zusétzlich zu den Translationen
auch Rotationen betrachten miissen. Hierbei spielt die Orientierung dieser eine wichtige
Rolle.
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Abbildung 5.1: Beispiele fiir starre Molekiile mit jeweiligem Symmetriefaktor o.
links: lineares Molekiil mit unterschiedlichen Atomen
rechts: Wasser

Eulersche Winkel:

Fiir eine mogliche Beschreibung der Orientierung eines starren Kérpers im Raum eignet
sich die Verwendung der Fulerschen Winkel:

@ € [0, 27]
© € [0, 7]
U e [0, 27]

Diese stellen die Verbindung zwischen einem parallel zum Laborsystem ausgerichteten
System (x,y,z) und einem mit dem Molekiil fest verbundenen System (x’,y’,z’) her. Diese
Verbindung funktioniert wie folgt (siche Abbildung (5.2)):

1. Lege beide Koordinatensysteme deckungsgleich iibereinander.
2. Drehe das gestrichene System mit dem Winkel ¢ um die z-Achse.

3. Drehe das gestrichene System mit dem Winkel ©® um die vorldufig entstandene
x’-Achse.

4. Drehe das gestrichene System mit dem Winkel ¥ um die entstandene z’-Achse.

Somit ist es nun moglich jede beliebige Orientierung eines Molekiils bzw. starren Korpers
im Raum mit Hilfe der Eulerschen Winkel zu beschreiben. Im Folgenden bezeichnen
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vorldaufig

Abbildung 5.2: Visualisierung der Eulerschen Winkel (entnommen Quellen [4]).

Q,; (i=1,2,3) die Winkelgeschwindigkeiten des Molekiils beziiglich seiner gestrichenen
Achsen ',y und 2’. Diese konnen geméifd

Q; = Ocos(V) + ¢sin(O)sin(V)

Qy = —Osin(V) + ¢sin(O)sin(V)

Qs = U + peos(O)
durch die Eulerschen Winkel und ihren Zeitableitungen ausgedriickt werden (siehe Quel-
le [4]). Wir benotigen diese Gleichungen, um die Lagrange-Funktion und anschliefend

die Hamilton Funktion des Molekiils durch die Eulerschen Winkel und ihre Zeitableitun-
gen bzw. ihre konjugierten Impulse auszudriicken.

Lagrangegleichung starrer Molekiile:

Im ersten Schritt fithren wir ein raumfestes Koordinatensystem (x,y,z) und ein korperfestes
Koordinatensystem (x’,y’,z’) ein. Der Schwerpunkt (S) des starren Molekiils, welches aus
N Atomen besteht, sei im Ursprung des korperfesten Systems (x’,y’,z’) (siehe Abbildung
(5.3)). o

In Abbildung (5.3) ist leicht zu sehen, dass 7; = R + 7/; gilt. Damit ergibt sich folgende
Relation fiir die Geschwindigkeit des i-ten Atoms, deren Herleitung in Quelle [4] zu
finden ist:

U= Ve +Q x 17, (5.1)
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Abbildung 5.3: Ruhendes Bezugssystem (ungestrichen) sowie mit dem starren Korper
verbundenes System (gestrichen) (entnommen Quellen [4])

Hierbei bezeichnet ‘75 die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des Molekiils und Q die
oben eingefiihrte Winkelgeschwindigkeit. Betrachtet man nun die kinetische Energie K
des starren Molekiils, bestehend aus N Atomen mit m = Zf\il m;, so folgt:

1 N

1 2
:ﬁzmi(vﬁmm)
i=1

N N
— §mV§ +Vs x Q E mr’; + E > (QQTQ —(Q- 7"/1;)2) (5.2)
N—— =1 =1
K —_—— N —~ v
:0(*) K’rot

((*): da Ursprung im Schwerpunkt!), wobei der Beitrag der Rotation bezogen auf den
Schwerpunkt K,..; gegeben ist durch:

1
Kot =5 > QT s (5.3)
a)/B
mit dem Tragheitstensor
Toy =m0 = 1hith) (5.4)

(2
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Gehen wir nun von dem Fall aus, dass der Tragheitstensor diagonal ist und die Haupt-
tragheitsmomente (1;,/2,13) auf der Diagonalen stehen, dann folgt fiir die Lagrangeglei-
chung;:

L=K-U
= Ksg+ Kgroy — U

L, 1
:%ﬁ+§@%+h%+g%wa (5.5)

Konjugierte Impulse des starren Molekiils:

Fiir die konjugierten Impulse gilt allgemein:

0L
Y04y
Damit folgt in unserem Fall des starren Molekiils bzw. Rotators unter der Berticksichtigung,
dass die Winkelgeschwindigkeit €2 durch die Eulerschen Winkel ausgedriickt werden
kann:

oL o 02y o003
P,=—=1,0— 4+ LQy—= + [3Q3—
Ly 118¢+228¢+338¢
= [,Q151n(0)sin(V) + [,Qssin(0)cos(V) + 13Q23c05(0O)
8L 891 092 893
790 oo TP ?ee T 6
= 1191008(\11) — IQQQSZTZ(‘I’)
oL o 0 03
YTor o TP Paw T T aw
= 1393

Da sich spéter bei der Bestimmung der Zustandssumme @) yy7 herausstellen wird, dass
wir eine Koordinatentransformation von dP,d Ped Py nach df);d),dS23 benstigen, wollen
wir uns nun dieser Transformation widmen.

Hierfiir stellen wir zunachst die Jakobimatrix J auf:

oP, 0P, OP,

oy 0Qy Ol L1sin(©)sin(V)  Iysin(©)cos(V) I3cos(O)
0Ps 0Ps 0Pe .
= = I 1\ —1I v 0
J o0, 00, 00, 1cos(W) 95in (W)
0Py 0Py 0Py 0 0 I3
00y 00y 093
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Somit folgt fiir die Koordinatentransformation:

dP,dPodPy = |det J| dSdQdS2s
= Illzlgsin(@)dgldQQng (56)

Damit ist es nun moglich die Zustandssumme fiir Ensemble starrer Molekiile aufzustellen.

5.1 NVT-Ensemble

Wie oben beschrieben stellen wir uns jedes Molekiil als einen starren Rotator vor, welcher
durch seinen Schwerpunkt (S) und seine Orientierung festgelegt ist. Hierbei bietet es sich
an, den Hamiltonoperator in einen Translationstherm Hy,,,, und einen Rotationstherm
H,., aufzuteilen. Die Translationen beziehen sich jeweils auf die Schwerpunktbewegung
und die Rotationen auf die Orientierung. Damit folgt fiir die Zustandssumme im NVT-
Ensemble:

Q(N) = i MQ_BHWMLS dN(pdN@dN\IJdNP‘PdNPGdNP‘I’ e_BHrot
NVT N h3N o N3N

(*) (%)

Wobei ¢ den eingefithrten Symmetriefaktor bezeichnet.
Zuerst wollen wir uns um den Faktor (*) kiimmern, welcher analog zu dem Falle punktformiger
Teilchen behandelt werden kann.

(*) — W/dg Ssd3 psefﬁ( tran5+ t'rans)

d3NpS€75Ktrans d3NSsefﬁUt'rans

T NI
A;Z&N
N
e V—/dBNS e_ﬁUtrans
3N A3N S
NN AR

Bei der Behandlung des zweiten Faktors (**) konnen wir das Wissen iiber das Transfor-
mationsverhalten der konjugierten Impulse anwenden.
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B /ngpdN@dN\IldNP LN Pod“Py g,

oN 3N

N N;,?)_N / AN PN Pod Pye™ 3 (hOTHEE ) / AN pdN OdN W Urer(#:0.)
o
1
— O_Nh3N /dNQ dNQQdNQ e IIQ2+IZQQ+I.SQ /dNQOdN@dN\IJSZ.nN(@)B_BUTM(%@’\P)
=
= AV pdN OdN Usin™ (©)eFUre(#.0.7)
Wobei gilt:

sin™¥ () = sin(0,) - sin(03) - - - - sin(Oy)

2\ 3/2
Ny — o bh
(11[213)1/2 2

Die Integrationen iiber die Winkel wollen wir nun normieren. Dies verlduft &hnlich zu
der Einfithrung der s-Koordinaten im NPT-Ensemble. Wir fiihren folgende Substitution
durch:

S g
Splzﬁﬁdsl?:?ﬂd(p/ O=—=do=710" V¥V =_—=Jd¥ =270
27 T 27

Damit folgt dann:

LT / dve / AV sin™ (©)e PUret(#01)
AT Jo
1

= )\N (27T)NdN // NdN@// (QW)NdN\I//SinN(W@/)G_BUT‘”(‘P/’@/’\I’/)
T JO 0

0
Es ergibt sich also fiir die Zustandssumme Q%V‘)T:

(47T3)NVN

QNVT — N‘hSNASN/\N /dSNsse,BUtr,lns /dNQD/dN@,dN\Ij/SinN(W@/>€BUTOt(¢I’@,’qj/)
: T T

(5.7)

Damit ist es uns gelungen, die Wahrscheinlichkeitsfunktion f ](VA(/)T fiir starre Molekiile im
NVT-Ensemble herzuleiten, mit welcher es nun moglich ist, den Metropolis Algorithmus
anzuwenden.

(V) (47T3)NVN

NyT X N!h3NA3TN)\¥8m N(m®)e” Bltrans +Uror(¢,0, 1)) (5.8)

Neben der zufilligen Verschiebung eines Molekiils kommt nun noch eine zuféllige Anderung
der Orientierung hinzu. Dies fithrt zu einem zusétzlichen MC-Schritt.
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Zusatzlicher M C-Schritt im NVT-Ensemble:

1. Erzeuge zufillig eine neue Konfiguration fy5/,, indem du zufillig ein Molekiil

auswahlst und zufillig neue Eulersche Winkel des Molekiils bestimmst:

Onew € [0, 27]
Onew € 10, 7]
Uew € [0, 27]

2. Fiir f&?T gilt dann:
NVT

neu 3 neu
N _ Sin(O™) _pwpes +umse-ugt,,—ust)
at o sin(©9t)

Spezialfall eines linearen Molekiils:
Im Fall eines linearen Molekiils gilt ¥ = 0, da eine Rotation um den Winkel W keine
"neue” Konfiguration liefern wiirde. Setzt man ¥ = 0 nun in die Jakobimatrix ein
folgt:

0 Isin(©) I3cos(O©)
J: Il O 0

0 0 I3

Der Betrag der Jakobideterminanten &ndert sich allerdings nicht:

|det J| = I11513sin(O) (5.9)

und darf daher nicht weggelassen werden.

Anmerkung:

Will man einen zufélligen Punkt auf der Einheitskugel wihlen, ist der erste Ge-
danke wahrscheinlich, einfach zuféllige Polarkoordinaten zu bestimmen. Dies fiihrt
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allerdings dazu, dass die Orientierungen nicht gleichverteilt sind. Man kann sich
iiberlegen, dass bei diesem Verfahren auf jedem Breitengrad gleich viele zuféllige
Punkte gew#hlt werden. Allerdings werden die Breitengrade in Richtung der Po-
le immer "kiirzeriind es entsteht so eine ungewollte Gewichtung der Polrichtungen.
Diese Gewichtung wird gerade durch den Term ”sin(©)” verhindert.

5.2 NPT-Ensemble

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsfunktion des NPT-Ensembles verlauft weitestge-
hend analog zu der Rechnung fiir das NVT-Ensemble. Im Gegensatz zu einem Ensemble
mit Punktteilchen, kommt fiir den Fall starrer Molekiile allerdings folgender MC-Schritt
hinzu.

Zusatzlicher MC-Schritt im NPT-Ensemble:

1. Erzeuge zufillig eine neue Konfiguration fy%,, indem du zufillig ein Molekiil
auswéhlst und zuféllig neue Eulersche Winkel des Molekiils bestimmst:

SOneu E [07 27T]
Onew € [0, 7]
Upew € [0, 27]

2. Fir @# gilt dann:
NPT

W sin(0™)

JC\%DT a sin(©)

Vneu
cap { B [Ughs + U2" = Uk, = U2k + POV = V9] 4 Nin (7 )}
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