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Vorbemerkungen

Diese einsemestrige, einfithrende Vorlesung in die
klassische Elektrodynamik richtet sich an Studen-
ten der Physik, und zwar im Rahmen der {iblichen
Vorlesungsabfolge des Grundstudiums der theore-
tischen Physik (Mechanik, Elektrodynamik, Quan-
tenmechanik, Statistische Mechanik). Die Vorle-
sung orientiert sich hauptséchlich an den folgen-
den Texten, den Bénden Klassische Feldtheorie [1]
sowie FElektrodynamik der Kontinua [2] des Land-
au/Lifschitz 1, Classical Electrodynamics [3] von
Jackson sowie Klassische Elektrodynamik von Grei-
ner [4].

Am Beginn steht eine kurze Einfithrung in die
spezielle Relativitédtstheorie. Dies liegt nahe auf-
grund der Lorentz-Invarianz der Maxwell Gleichun-
gen 2, dem grundlegenden Gleichungssystem der
Elektrodynamik. Die Maxwell Gleichungen wie-
derum werden eingefithrt gemifl der Darstellung
im Landau/Lifschitz mit Hilfe des elektromagne-
tischen Wirkungsfunktionals. Eine solche Darstel-
lung ist insbesondere niitzlich im Hinblick auf
den Einstieg in die fortgeschrittene Quantentheorie
(Feldquantisierung). Anschliessend werden elektro-
statische Felder sowie Randwertprobleme der Elek-
trostatik und die Magnetostatik im Vakuum disku-
tiert. Die im Rahmen der elektrostatischen Rand-
wertprobleme oft behandelten mathematischen Me-
thoden (insbesondere spezielle Funktionen) werden
hier lediglich in den Ubungsaufgaben gestreift. Sie

Landau, Lew Dawydowitsch, sowjetischer Physiker,
*Baku (Aserbaidschan) 22.1. 1908, tMoskau 1.4. 1968; Pro-
fessor in Charkow und Moskau; erhielt 1962 fiir die theoreti-
sche Klarung der Erscheinungen des suprafluiden Zustands,
wie er beim Helium II auftritt, den Nobelpreis fiir Physik.
Weitere wesentliche Beitriage zur Quantenelektrodynamik
und Quantenfeldtheorie sowie zum Diamagnetismus freier
Elektronen in Metallen; verfasste ein Lehrbuch der theoreti-
schen Physik (10 Bénde). (©2000 Bibliographisches Institut
& F. A. Brockhaus AG

2Maxwell, James Clerk, britischer Physiker, *Edinbur-
gh 13.6. 1831, tCambridge 5.11. 1879; erneuerte die von
T.Young aufgestellte Dreifarbentheorie des Sehens und
férderte besonders die kinetische Gastheorie (maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung), schloss aus mathematischen
berlegungen, dass der Saturnring aus festen Teilchen beste-
hen miisse, erweiterte die Vektor- und Tensoranalysis, zeigte
die elektromagnetische Natur der Lichtwellen. Er entwickel-
te die Theorie des elektromagnetischen Feldes (Elektrizitit)
durch Mathematisierung des von M. Faraday in die Phy-
sik eingefiihrten Feldbegriffs (maxwellsche Theorie). (©2000
Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG

sollten Teil einer gesonderten Vorlesung iiber ma-
thematische Methoden der Physik sein. Behandelt
werden weiterhin elektromagnetische Wellen und
deren Austrahlung. Wir verlassen dann das Vaku-
um und wenden uns der Elektrodynamik der Kon-
tinua zu. Dieser Teil des Skripts behandelt elemen-
tare Aspekte der Elektro- und Magnetostatik so-
wie ausgewdhlte Themen der Elektrodynamik in
kondensierter Materie. Dabei orientieren wir uns
hauptséchlich am Landau [2] und am Greiner [4].

Ich mochte an dieser Stelle meinen Dank ausspre-
chen: Frau Susanne Christ fiir das TeXen meiner
Notizen; Herrn Dipl. Phys. Hendrik Kabrede fiir
die Betreuung der Ubungen im Sommersemester
2001; Herrn Trieu und Frau Peters fiir ihre Kor-
rekturhinweise.

Reinhard Hentschke

Bergische Universitit

Fachbereich Mathematik und Naturwissenschaften
Gauf3-Str. 20

42097 Wuppertal

e-mail: hentschk@uni-wuppertal.de
http://constanze.materials.uni-wuppertal.de

Version vom 22.3.2005 (mit verschiedenen Kor-
rekturen und Erginzungen zur urspriinglichen
Fassung vom August 2001).



“\.-!KPJV.- - OL*J % .&

—_
g .ﬂfUJ))du.M. R %-15) —
L2} —
— 1
S —
¢ &Sdﬁ 4
R L +3onreg :
Ll *o"m = [ﬁ
L nassed —
T kY
vy dv Y
— Y
(231> “pom) S—eg o> !
 — '
\n.a..r—.a)rop M
257 3 A
canefirg dTY Hredyyg
| —
v .\—uﬂuaﬂ .wxb‘ﬂ.ld\d.-a-“ i A?w..l,.ﬁluov,bu
<& o=
i e
{
» I C) N s >
T ']
(B owywa gtmrm) 2900y
(4 1 Y 1 3 L . £ 1 1 L 3 1 4 3 4 i 4 I v — |
S v 3 8 g
g e sy " s <
l.} ﬂ oy < < < <
u\/M. ” M
JP|
¥ 3l
3 J
2 3
9% 24

Frmenbroda g g su pwrmeeineb Seq
2 ”

Ab gy

Abbildung 1: Hauptakteure unseres Themas.






Kapitel 1

Konzequenzen des

Relativitatsprinzips

1.1 Lorentz-Transformation

’ Einige Begriffe: ‘

Inertialsystem: Ein System, in dem ein sich frei
bewegender Koérper (keine Krifte wirken) konstan-
te Geschwindigkeit besitzt.

Relativititatsprinzip: Naturgesetze sind in allen
Inertialsystemen gleich (Erfahrungstatsache 1!).
D.h., die Gleichungen, durch die die Naturgesetze
ausgedriickt werden, sind invariant unter Trans-
formationen der Koordinaten und der Zeit von
einem Inertialsystem zum anderen. Insbesondere
gilt: (R1) Raum und Zeit sind homogen. Der
Koordinatenursprung ist willkiirlich wéhlbar.
(R2) Der Raum ist isotrop. Alle Richtungen sind
dquivalent.

Fernwirkung: Die Wechselwirkung materieller
Teilchen wird durch ihre potenzielle Energie
beschrieben. Es gibt keine augenblickliche Fern-
wirkung! Daher ist die Mechanik, die auf der
sofortigen Ausbreitung der Wirkung beruht, nicht
exakt.

Ausbreitungsgeschwindigkeit: ~ Abstand  zweier
Korper dividiert durch den Zeitintervall zwischen
Ursache und Wirkung. Aus dem Relativitits-

1Mit Erfahrungstatsachen sollte man natiirlich vorsich-
tig umgehen. Gerade die Relativitétstheorie zeigt dies. Man
sollte es lieber wie folgt sehen: Man geht von gewissen Po-
stulaten aus und entwickelt darauf aufbauend eine Theorie.
Diese muf} sich dann im Experiment bewé&hren. Tut sie dies
nicht, dann miissen die Postulate hinterfragt werden.

Abbildung 1.1: Inertialsystem K’ bewegt sich rela-
tiv zu Inertialsystem K mit der Geschwindigkeit w
entlang x bzw. z’.

prinzip folgt die Gleichheit der Ausbreitungsge-
schwindigkeit (Wirkungsgeschwindigkeit) in allen
Inertialsystemen. Dies ist die konstante Geschwin-
digkeit des Lichts (¢ = 2.99792 - 1019m/s).

Spezielle Lorentz-Transformationen: ‘

Ziel ist eine moglichst allgemeine Form der
Transformationsgleichungen fiir die Koordinaten
und die Zeit zwischen Inertialsystemen K und K’
auf der Basis des Relativititdtsprinzips 2. Wir be-
trachten den in Abbildung 1.1 dargestellten Fall.
Die allgemeinste Form der Transformationsglei-
chungen, die mit R1 vertréglich ist, lautet

2siehe auch U. E. Schroder (1981) Spezielle Relativitéits-
theorie. Verlag Harri Deutsch



2 KAPITEL 1.

i) KK 2=

Wegen R2 muf} ebenfalls gelten

1) K' - K z=~(-w) (@ +wt)

y=a(-w)y'
z=a(-w)?
t = p(—w)t' + e(—w)z’ .

Einen dritten Satz von Gleichungen ergibt die In-
version von w, x, 2’ (sowie y, ¥’ um Rechtssystem

zu erhalten):

i) —a' = —y(—w) (z — wt)
—y = —a(-w)y
= a(—w)z
t' = p(—w)t — e(—w)x .

Der Vergleich von i) und iii) liefert

w)  y(w) =~(-w)
a(w) = a(—w)
p(w) = p(—w
e(w) = —e(—w) .
Einsetzen von ii) in i) zusammen mit iv) ergibt

o=y (w) [y () (2 )
—w(p (—w)t' + € (—w) 2')]
20 W) +wy (w)e(w) o

sowie

und nichts Neues von den anderen Gleichungen!
= =£1. Das Vorzei-
chen ist +, da fiir lim,,_,0 @ (w) — 1 gelten muf. In

Aus o? (w) = 1 folgt a(w)

KONZEQUENZEN DES RELATIVITATSPRINZIPS

7 (w) +w

v (w) € (w) = 1 fithren wir als Definition
ein: e (w) = — %120 3

wy(w)

2w und erhalten:

v (w) = . =
1= 5w
Damit folgt
¥ = y(w)(z—wt) (1.1)
=y (1.2)
2 =z (1.3)
= y(w) (t—n;‘g))) . (1.4)

Mehr Info iiber v (w) erhalten wir daraus, dass
K2 K' %8 K" dquivalent zu K = K" méglich ist.
A

2 = g (we) (@ — wat)
"o w o wyz'
I )
bzw.
o =y (we) (v (w) (@ - wit)
—woy (w1) (t — m))
t// —
ist aquivalent zu
2= () (o — i)

t// —

Daraus folgen die Gleichungen

B w, ws )
y(w) = y(wi)v( )<1+772(w1))
—wy(w) = —y(w)y(we) (w1 + wz)
und somit

Serfiillt die Bedingung € (w) = —e (—w)



1.1. LORENTZ-TRANSFORMATION

w1 +’LU2

1+ ﬂgislz)

w

Dieses spezielle Geschwindigkeitsadditionstheorem
macht nur Sinn, wenn 7 = Konstante (d.h., n = ¢,
die Lichtgeschwindigkeit *). Insbesondere gilt fiir
w1 = w und wg = ¢

w+c w—+c
w = =cC =cC
1+% w+c

D.h., ¢ ist die hochste erreichbare Geschwindigkeit!
Also:

(1.5)

Offensichtlich folgen die Galilei-Transformationen
fir w — 0 bzw. ¢ — o0. Die speziellen Lor-
entz-Transformationen ° (1.1), (1.2), (1.3), (1.4)
(n = ¢!) und (1.5) zusammen mit der Existenz ei-
ner Grenzgeschwindigkeit sind das Ergebnis dieses
Abschnitts. Man beachte auch, dass die Zeit nicht
mehr als unabhéngige Koordinate auftritt, sondern
als Komponente des Raum-Zeit-Kontinuums.

’Verallgemeinerung auf beliebige Raumrichtungen:

Der Ortsvektor in K sei 7= 7| + 7| mit 7| L @
und 7 || @. Es gilt dann

Moo= v (w) (7 —t)
@7
t = fy(”w)(t 02>'

4Im Prinzip wissen wir hier noch nicht, dass ¢ die Licht-
geschwindigkeit ist. Erst im Kapitel 4 werden wir diesen Zu-
sammenhang herstellen.

5Lorentz, Hendrik Antoon, niederlindischer Physiker,
*Arnheim 18.7. 1853, tHaarlem 4.2. 1928; Professor in Lei-
den, erkldarte 1875 auf der Grundlage der maxwellschen
Theorie die Brechung und Reflexion des Lichtes und mit-
hilfe seiner Elektronentheorie (1895) auch den Zeeman-Ef-
fekt sowie die Drehung der Polarisationsebene des Lichtes
im magnetischen Feld; fithrte 1892 die Lorentz-Kontraktion,
1895 die Lorentz-Kraft und 1899 die Lorentz-Transformati-
on in die Elektrodynamik ein. 1902 erhielt er zusammen mit
P. Zeeman den Nobelpreis fiir Physik. (©2000 Bibliographi-
sches Institut & F. A. Brockhaus AG

3
Mit ¥, = 7 ( ;)'B und F” = (Fﬁm folgt fiir
7= 4T
, () @
7= 7+ (y(w)-1) 2 (1.6)
—v (w) Wit
w7
= ~y(w) (t 2 ) , (1.7)

wobei 7 - W = 0 verwendet wurde.

’ Transformation der Geschwindigkeiten: ‘

Inertialsystem K’ bewegt sich mit @ von K aus
gesehen, und es seien v = % sowie 7' = % die
jeweiligen Laborgeschwindigkeiten. Es folgt mittels

Gl (1.6)

dr’
i — -
YT
B dr
7 (w) (dt — )
n v (w) — 1 (dif - W) @ 1 o w-dt
ol (U)) w2 dt — 'LD'C-gF dt — IUCEZT_"
bzw.
1 [ il
v o= — 1.8
1— S Ly (w) (18)

q+w
v = —; (1.9)
1+ 7
und
1 v
5, = L (1.10)

y(w) 1 4 Y

gegeben, wobei sich || bzw. L auf die Richtung von
W beziehen (siehe Aufgabe). Die Gl. (1.9) ist wie-
derum das schon erwidhnte Geschwindigkeitsaddi-
tionstheorem. Es ist in Abbildung 1.2 illustriert.
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Abbildung 1.2: Oben: Inertialsytsem K’ bewegt
sich relativ zu Inertialsystem K mit der Geschwin-
digkeit w. In K’ wiederum bewegt sich der Liufer
mit der Geschwindigkeit v" in die gleiche Richtung.
Im System K ist seine Geschwindigkeit v. Unten:
Auftragung von v gegen v’ gemifi Gl. (1.9) fiir
w = 0.9. Die gerade Linie zeigt die simple Addition
v = v’ + w, wie sie unserer Alltagserfahrung ent-
spricht. Die Abweichung vom relativistischen Re-
sultat ist umso grofler, je ndher w an der Grenzge-
schwindigkeit liegt.

Nahert sich der Laufer in seinem Laborsystem der
Grenzgeschwindigkeit, d.h. v/ — ¢, gelingt es ihm
trotzdem nicht, diese Grenzgeschwindigkeit im Sy-
stem K zu iiberschreiten, wie wir oben schon fest-
gestellt haben.

1.2 Zur Masse-Energie-Aqui-
valenz

’Impulserhaltung und Massenverénderlichkeit:

Wir betrachten den in Abbildung 1.3 dargestell-
ten Zweierstof}. Die Teilchen sollen identisch sein.
Die Impulserhaltung im System K lautet

KONZEQUENZEN DES RELATIVITATSPRINZIPS

z ?z'
K — W —>K"'
X ‘ X'
:4> :4>
-
H )I
NN S AL
a s a (i}
. >
> vd kv v b
v. =0 Vi

Abbildung 1.3: Abbilung. Links: Inertialsystem K
in dem das eine Teilchen sich bewegt, und das
andere ruht. ¥, und @, (=0) sind die Geschwin-
digkeiten vor dem Stof. v, und vy sind die Ge-
schwindigkeiten nach dem Stof. Rechts: Inertial-
system K’ in dem der Massenschwerpunkt ruht.
Aus Symmetriegriinden gilt @ = ¥, = —0; sowie
w =, = v, = v, =0

m (vg) Uy = m (ve) Ue + m (vg) Vg -

Wieder wollen wir moglichst allgemein sein und be-
trachten daher die Masse m als Funktion von v. Da
Uy || W ist, lautet die z-Komponente der obigen
Gleichung

m (Ve) Ve + m (vg) vaL
. 1
1o (ve) —
v (w) 1+ == cost)/
1 vl sin ¢
y(w)q - Wy cos 6’
1

/o /
v, sin 6

—m (vq)

c2

w sin 6’

= m(v.
( )’Y(w)l—i—f—;cosﬁ’

1 w sin 0’
v (w) 1 - ‘C”f;cosﬁ’ '

—m (vq)

| DL

2
1+ % cost’
—c (1.11)
1 — %5 cost/

m (ve) = m (vq) .



1.2. ZUR MASSE-ENERGIE-AQUIVALENZ

Diese Gleichung gilt fiir alle 8 also insbesondere fiir
6" = 0. In diesem Fall gilt aulerdem v, = v, sowie
vg = 0 und daher

Geméis Gl. (1.9) haben wir zusitzlich

v, 2w/c

c 1 + 11)2

und damit 6

(1.12)

bzw.

7= ()m (1.13)
wobei v, durch v ersetzt ist, und p’den Impuls be-
zeichnet. Dies ist die bekannte relativistische Mas-
senzunahme bewegter Korper relativ zu ihrer Ru-
hemasse m (0). Insbesondere folgt aus Gl. (1.13)
sofort 7

dmc? = 8 Eyin

mit i = $m (0)v? und dm = m (6v) — m (0).
D.h., die beriihmte Formel fiir die Umwandlung
von Masse in Energie und umgekehrt deutet sich
hier schon an.

6Nebenrechnung:
2 4 2
o, awye 1eMemoam
2 2\2 242
¢ (1+ %) (1+ %)

(1.14)

Energieerhaltung und Masse-Energie-Aquivalenz:

Jetzt betrachten wir die Energieerhaltung

€(vg) +€(0) =€ (ve) +€(vg) ,

und wir entwickeln die rechte Seite um 6’ = 0. D.h.

O¢ (ve)
E(Ua)—I-E(O) = G(Ua)—i_ o0’ 9/:0/
1 0% (ve) 2
3 907 oo T
86(1)01) /
+ O+ 00" lo'=0
10%¢ (vq) P
3 902 9/:00 + ...
bzw.
0 — Ov? Oe (vd)’ o3 o
N 8? va 00" lor=0 ~ Ov% 000" lor
110?02 O¢ (ve)
+ 5[89’2 0'=0 8@2 va
n ov? 5‘26(06)
06 lor=0) Ov20v? lv
n 0?03 8e(vd)’
902 lor=o w3 o

N (c’)vg >2 8262(0512)’ }0,2 N
00 lor=0) Ovz0v3 lo

Mit etwas FuBlarbeit bzw. mit Hilfe von alge-

braischen Rechenprogrammen wie Mathematica

konnen die folgenden Entwicklungen berechnet

werden: &

2 2 2
v, = vUg + vc||

8Zur Erinnerung:

1 w sin 6§/

v =d—— 7 (1.15)
y(w) 1+ 1;’—22 cos 0’
1+ cosb’
v = W (1.16)
1+ w cos 6/

Hier steht + fiir v und — fur vg.-
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2\ 2
w? ( _%‘)
= 4 —’LU2 9/2+O 0/4
(et
2 2 2 w? 2 14
’Ud = vdl_—’_vdH: w20 +O(9 ) .
ez

Damit folgt aus der obigen Entwicklung

2,2
0°v;

39/2

O¢ (ve)
0'=0 Ov?

621)3
ve 0072

(1_ c;)Zae(va) 1
(1)’ 003 o

c2

Oe (Ud) ‘
o=0 Ov3 lo

0 =

g

m(o)

g

)

C

Somit gilt

2\ 3
Oe (vg 1 (1+°%
ég _ 2( M>7mm
s.Nebr. 1 3
= 57 (a)m(0) .

[\

Die Integration liefert

e(v) =

4@:7@wmm&+(qm—mmnﬁ.a1n

Was hier fehlt, ist die berithmte Aquivalenz von
Ruhemasse und Energie gemif €(0) = m(0)c%.
Es gibt viele Wege zu dieser Relation, die in den
Experimenten der Teilchenphysik bestétigt wurde.
Wir nehmen sie momentan als gegeben an, da sie

weiter unten noch einmal auftauchen wird.

’ Relativistischer Energie-Impuls-Satz:

Quadrieren der Gl. (1.13) sowie Multiplikation
mit c? ergibt

P? () =% (1) m? (0)v’c* = 2 (0) ——

wobei wir € (0) = m (0) ¢ verwendet haben. Qua-

drieren der Gl. (1.17) ergibt

¢ (v) = € (0)7* (v) = € (0) (v* (v) = 1) +¢* (0) .
| —
:1)2/022

Die Kombination dieser beiden Gleichungen liefert
die relativistische Version

¢ (v) =p* (V) + € (0)

der klassischen Energie-Impuls-Beziehung

(1.18)

2
wy _ (0™)
kin 2m (O) ’

wobei e,(;:g und p*" die klassischen Grofien sind.
Gl. (1.18) ist eine Invariante unter Lorentz-Trans-
formationen (warum?).

’Transformation der Kraft:

Die Definition der Kraft F beruht auf einer Kon-
vention ?. In der Newtonschen Mechanik sind die
folgenden Formen &quivalent:

dv d
m(0) = =

o dp
a*%(m(o)v)**

F=m(0)d= =—=.
m (0)d o

Hier ist @ die Beschleunigung. Fiir relativistische

Geschwindigkeiten gilt aber Gl. (1.13), so dass die

obigen vier Formen nicht mehr dquivalent sind.
Wir verwenden hier die Form

. dp B d
F=—r=m(0)y(v)d+m(0)727(v)

D.h.,
(@G- v) 7

F =m(0)v (v)d+m(0)~*(v) (1.19)

o2
Man beachte, dass F nicht mehr parallel zu @ sein

muf}. Die Transformationsformel fiir die Kraft lau-
tet

9siehe auch H. Melcher Relativititstheorie in elementarer
Darstellung. Aulis Verlag Deubner & CoKg



1.3. WIRKUNGSINTEGRAL FREIER TEILCHEN 7

Fw’/

(1.20)
(sieche Aufgabe). Hier bewegt sich das gestrichene
System relativ zum ungestrichenen wieder mit der
konstanten Geschwindigkeit .

1.3 Wirkungsintegral freier

Teilchen

Nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung (engl.:
least action principle) gibt es fiir jedes mechani-
sche System ein Wirkungsintegral S, das fiir die
tatséichlich erfolgende Bewegung eines Teilchens ein
Minimum besitzt, und dessen Variation 4S5 da-
her verschwindet. Das Wirkungsintegral soll nicht
vom Inertialsystem abhéngen. D.h., es soll eine In-
variante unter Lorentz-Transformationen sein. Es
muf} daher von Skalaren abhéngig sein; die einzige
Moglichkeit ist ads, wobei a eine Konstante und

ds® = Adt* — da* — dy? — dz? (1.21)

der infinitesimale Abstand zweier Ereignisse ist 1.
Somit sollte gelten:

b
S’:—a/ ds .

10Tm System K geht zum Zeitpunkt ¢; am Ort 1, y1, 21
ein Lichtsignal aus (erstes Ereignis) und wird zur Zeit t2 am
Ort z2, y2, 22 aufgefangen (zweites Ereignis). Es gilt

(1.22)

s31 = P ta—t1)’— (w2 — 1) — (y2 —1)?

—(22—21)2 =0,
bzw. im System K’

/2 —

Ho= @ (n-n) - (b et) - (- ah)’
2
=0

! !
- (%-4)

(siehe Aufgabe). D.h., verschwindet der Abstand si2 zweier
Ereignisse in einem Inertialsystem, dann gilt dies auch fiir
alle anderen. Sind zwei Ereignisse infinitesimal benachbart,
so gilt

ds? = 2di? — da? — dy? — d2? .

Wie man leicht zeigen kann (vgl. [1] §2), ist ds und damit s
eine Invariante unter Lorentz-Transformationen.

Hier gilt « > 0, wie wir gleich sehen werden. Aus
der speziellen Situation

ds? = Adt? — da® — dy® — d2* = 2dt"™
folgt

2 2 2
dt’:dt\/l—dx +dy? +dz dt

c2dt? ~ (v)
bzw.
dt
ds = 2
7 (v)
Somit gilt

2 e
S—— / dt
t, (v)

Im klassischen Grenzfall erwarten wir
ta
lim S = L*Dqt
v—0 t

mit der klassischen Lagrange-Funktion '* L) =
m (0) v?/2. Daraus folgt o = m (0) . Die relativi-
stische Lagrange-Funktion des freien Teilchens ist
somit

(1.23)
Aus p'= % folgt

7=7)m(0)v
(vgl. Gl (1.13)). Aus der Definition der Energie,

€ =p-v— L, folgt das schon bekannte Ergebnis

(1.24)

" agrange, Joseph Louis de, franzésischer Mathematiker,
*Turin 25.1. 1736, {Paris 10.4. 1813; herausragender Ge-
lehrter des 18.Jahrhunderts; Professor in Turin, Berlin und
Paris, entwickelte die Variationsrechnung und wurde durch
seine Zusammenfassung der Prinzipien der Mechanik zu den
nach ihm benannten Gleichungssystemen der Begriinder der
analytischen Mechanik; Beitrédge zur Theorie der analyti-
schen Funktionen, zur Himmelsmechanik und Hydrodyna-
mik. ©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus
AG



KAPITEL 1. KONZEQUENZEN DES RELATIVITATSPRINZIPS



Kapitel 2

Relativitit und Elektrodynamik

2.1 Viervektoren

FEin Ereignis habe die Koordinaten ct, z, y und z.
Sie bilden die Komponenten

0

r =ct, = =z

eines vierdimensionalen Ortsvektors. Dessen Qua-
drat, gegeben durch

0\2 1)2 2\ 2 3\2
()" = (=")" = (&%) = (2”)"
ist invariant unter Lorentz-Transformationen
Viervektoren heilen alle (A°, A, A2, A3), die sich

wie der vierdimensionale Ortsvektor transformie-
ren. Der Ausdruck

1

3
ZN&=M%+Mm+ﬁ@+ﬁ@
=0

ist das Skalarprodukt (hier Quadrat). Darin ist

A=A Ay = —A' Ay = —A% A3 = —A3

Die A’ heifien kontravariante und die 4; kovariante
Komponenten. Wir verwenden die Summenkonven-
tion, d.h., iber doppelt vorkommende Indizes wird
automatisch summiert:

3
> A'B;= A'B; = A;B'

=0

(2.1)

Lallgemein unter Drehungen im 4D Raum.

bzw.

3
D AA; = AA = AA = A
i=0
Die Komponente Ag heifit zeitliche Komponen-
te. Die iibrigen Komponenten sind die rdaumlichen
Komponenten. Wir schreiben auch A* = (AO, ff)

Der Vierergradient des Skalars ¢ ist der Vierer-
vektor

Jip
oxt

10p =
=|-=,V . 2.2
(35 %) (22)
Die Ableitungen sind hierbei kovariante Kompo-
nenten, da

dp = 890, da’

xl

ein Skalar sein mufl. Umgekehrt gilt

dp  (10p -
oxr; (c ot ’ Vsﬁ) '

Kurzformen sind 9° = 9/0x; oder 9; = 9/0z".
Die Gesamtheit der 16 GroBen A die sich wie
Produkte von Komponenten von zwei Viervektoren
transformieren, heifit Viertensor (4-Tensor) zwei-
ter Stufe. Das Vorzeichen einer Komponente wird
durch das Heben oder Senken eines rdumlichen In-
dex (1,2,3) geiindert, durch die Bewegung eines
zeitlichen (0) aber nicht. Z. B.:

(2.3)
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Ago = A% Ag = -A"

A =AY A% = A0
A heiBt symmetrisch, wenn A% = A ist, und
antisymmetrisch, wenn A% = — A ist (d.h. gleich-
zeitig sind die Diagonalelemente Null). Die Grofie

Al = A= A% + A, + A% + A3, (2.4)

ist die Spur. Die Spurbildung verjiingt hier den
Tensor 2. Stufe zu einem Skalar.
Der Tensor g**, definiert durch

1 0 0 0

w 0 -1 0 0
= gik = 0 0 1 0 5 (25)

0o 0 0 -1

heifit metrischer Tensor. Offensichtlich ist

gikAk = Az bzw. gikAk = AZ .
2. Fiir das Skalarprodukt gilt

AT A; = gin ATAF = g% A, Ay

2.2 Wirkungsintegral
Ladung im Feld

Jetzt setzt sich das Wirkungsintegral aus dem Bei-
trag des freien Teilchens plus dem Feldbeitrag zu-
sammen:

S = / ’ (—m(()) cds — ZAA;L”) . (2.8)

Hier ist e die Ladung und A = (cp, /T) Das Wir-

kungsintegral hat dann die Form

b
€ - —
S = /a (—m (0) cds + EA -dr— etpdt>
to 2
:/ (m(())c + eA~17’ecp> at . (2.9)
t Y (U) ¢
=L

2ds? = dxda’ = g**dxidxy,

Bewegungsgleichung einer Ladung im Feld:

Wir betrachten die Variation des Wirkungsinte-
grals bzw. die resultierende Lagrange Gleichung;:

4oL  dL

755" B (2.10)

Fiir % folgt

oL e -

— = v+ —A 2.11

1 OmOTL A, e
und fiir % gilt

oL e= /- _ -

5 = EV (A : U) —eVp (2.12)

Mit der Identitat
v (a’- E) -

(siehe Aufgabe) angewandt auf A-7 (7 = konstant)
folgt

% _ Z (g.ﬁ)/n%ﬁx (6 x/f) — eV (2.13)

Aus den Gln. (2.11) und (2.13) erhalten wir

:§<17~6>/Y+§ X(VXA)*BVQD.

% (7 (0)m (0) 7 + ZA’)

Wenn wir jetzt auch noch %ff = aa—f + (17- ﬁ) A
beachten, dann erhalten wir fiir die Bewegungsglei-
chung

dt ¢ ot

(2.15)
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die nicht von ¢ abhingt, sowie die magnetische
Feldstarke

H=VxA, (2.16)
und aus Gl. (2.14) wird
d_’ — —
T =eB+ oxH. (2.17)

Die rechte Seite dieser Gleichung wird als Lorentz-
Kraft bezeichnet.

Bemerkung: Ein elektromagnetisches Feld mit
E # 0 und H = 0 heift elektrisches Feld und um-
gekehrt mit E=0und H # 0 ein Magnetfeld.

Bemerkung: In die Bewegungsgleichung fiir die
Ladung (2.17) gehen E und H aber nicht A bzw. ¢
ein. Die Gln. (2.15) und (2.16) aber sind invariant
unter folgender Transformation:

(2.18)
(2.19)

wobei f eine beliebige Funktion vom Ort und von
der Zeit ist. D.h. mit (2.15) und (2.16) folgt

H — 6><(A’+ﬁf>:ﬁ.

Diese Eigenschaft heifit Eichinvarianz (engl.: gauge
invariance).

’ Der elektromagnetische Feldstéarketensor: ‘

Wir betrachten explizit die Variation des Funk-
tionals (2.8) nach den x*. Wir setzen ds = v/dx;da"

und erhalten
dz;ddz’
B / (m (0)e ds

+ A dos + E&Aid:ci) —0.
C C

0SS =

Wir definieren die Vierergeschwindigkeit u; = Cff;

3 und schreiben

3Beachte: ds = <4 und daher u; = v(v) dd(:i) .

v(v)

/ dz;déx’ _
ds -

/uid(h:i

_ / [d (usd2) — duzoa']

b X .
u;0x" f/du,;(W .
GH,_/

=0

Das zweite Glied wird ebenfalls partiell integriert,
und wir erhalten

/ (m (0) edu;da’ + SortdA, — E5Aid$i) =0.
& c

Mit
wird daraus
0 = / (m (0) cdu;dz
edA; ., ., . €eO0A; . .
—|—Eaxk5x dx” — - xkdm ox )
dui
= / [m (0)c 7
€ 8Ak 6AZ k i
o (8:81' B Bsck) v ]533 ds .
Da dz* willkiirlich ist, muB [...] = 0 gelten, d.h.,

du; e
d 7Fikuk

m(O)cdS T

(2.20)

sind die Bewegungsgleichungen der Ladung im
Vierdimensionalen. Hier ist

04,  0A;
Fyp=— — 2.21
P 0xt 0xF (2.21)
der elektromagnetische Feldstédrketensor. Mit

a?m‘ = (%%,ﬁ) sowie A; = ((p, —/Y) folgt
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(2.15)
Fon = -ty ~ 0 27 B,
2.16
Insgesamt gilt
0 E, E, E,
—FE, 0 -H, H,
Fy, = _E, H. 0 o, (2.22)
-F, -H, H, 0
bzw
-£, -E, —-E.
; E 0 —-H, H
ik T z Yy
= E, H. 0 i, (2.23)
E, -H, H, 0
Bemerkung: Die Grofle
FpF* =9 (ﬁz‘ - EQ) (2.24)

ist eine echte skalare Invariante. Man kann zeigen,
dass auch

—

E-H (2.25)

eine Invariante ist (Aufgabe). D.h., gilt in einem
Koordinatensystem E1H , dann gilt dies fiir
alle anderen Inertialsysteme ebenso. Allerdings
ist £ - H das Produkt eines axialen und eines
polaren Vektors. Polare Vektoren kehren ihre
Richtung um, wenn die Koordinatenachsen ge-
spieget werden. Axiale Vektoren (Vektorprodukte
polarer Vektoren) tun dies nicht. Daher ist das Ska-
larprodukt E - H nur ein sogenannter Pseudoskalar.

2.3 Wirkungsintegral des
elektromagnetischen Fel-
des

Jetzt interessieren wir uns fiir das Wirkungsintegral
des Gesamtsystems gegeben durch

S = (2.26)

—Zm(O)c/ds
*Z%/AidxiJFSFeld-

Die beiden ersten Terme entsprechen dem uns
schon bekannten Wirkungsintegral unabhéngiger
Ladungen im elektromagnetischen Feld. Spe;q da-
gegen ist jener Anteil der Wirkung, der nur von den
Eigenschaften des Feldes abhéngt, d.h. das Wir-
kungsintegral des Feldes, wenn keine Ladungen vor-
handen sind. Bisher hatten wir uns nur fiir die Be-
wegung einer Ladung im Feld interessiert, so dass
dieser Term keine Rolle spielte. Er ist jedoch zur
Ableitung der Feldgleichungen notig.

Wie aber sieht Speq aus? Eine naheliegende
Wahl ist das Integral iiber die echte skalare Invari-
ante H2 — E2, d.h.,

Sperg = a/ (ﬁ2 _ EQ) dar

mit dI' = cdtdezdydz. Die Konstante mufl nega-
tiv sein, da sonst gem#f Gl. (2.15) eine schnel-
le Anderung des Potenzials die Wirkung beliebig
negativ machen wiirde, es gidbe also kein Mini-
mum. Auflerdem wollen wir, dass die resultieren-
den Differentialgleichungen linear in den Feldern
sind. Damit ist die Summe zweier Losungen wieder
eine Losung. Und dies ist das Superpositionsprin-
zip. Ausgedriickt durch den Feldstédrketensor gilt
H? - E? = %FikFik und daher

Sretd = — / Fy F™*dr . (2.27)

167c

Wir verwenden hier das Gaufl’sche Maf}system.
Bevor wir die endgiiltige Form von S angeben,

schreiben wir den zweiten Term in Gl. (2.8) um.
Dazu fithren wir die Ladungsdichte

p=> e, (F—7) (2.28)

ein. Die GroBe 6 (7 — 7,) ist die Delta-Funktion 4

4Definition: § (z) = 0 fiir alle © # 0 und & (z) = oo fiir
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Damit folgt

- ZE/Aidmi L8 gavar
c c dt

1
—g/Aig dr . (2.30)

Die Grofie

dz?

- (2.31)

it=p
heifit Stromvierervektor. Der gewohnliche rdumli-
che Vektor lautet

j=pv. (2.32)
7 ist die normale 3-er Geschwindigkeit, und j ist der
Stromdichtevektor, d.h. j ist die Ladung, die pro
Zeiteinheit durch das Flidchenelement senkrecht zu
¥ hindurchtritt. Die zeitliche Komponente von j°
ist cp.

x = 0 derart, dass

/006(12)1133:1.

Einige Eigenschaften: f (x) sei beliebige stetige Funktion.
Dann gilt

/‘f@M@—®M=f@-

Die Integrationsgrenzen brauchen nicht oo zu sein. Sie
miissen aber den Punkt einschlieBen, an dem die Delta-
Funktion nicht verschwindet. Weiterhin gilt (im Sinne der
Integration iiber die beiden Seiten der Gleichungen)

0 (—z) =46 (x)

5 (az) = ——6 (2) (2.29)

la]

b)) =) b —a)

Hier ist ¢ (x) eine eindeutige Funktion, und die a; sind die
Lésungen von ¢ (z) = 0.
Definition in 3D:

6(1) =6(x)é(y)d(z2) -

Mit den Gln. (2.27) und (2.30) lautet die
endgiiltige Form des Wirkungsintegrals

(2.33)

S = —Z/m(O)cds
1 . 1
——= [ Ajj%dl — ——
02/ / 16mc

’Die Maxwell Gleichungen im Vakuum: ‘

F  F*dr .

Anwendung der Rotation auf beide Seiten der Gl.
(2.15) ergibt

VxE=-—

ol
Pl

Zusammen mit Gl. (2.16) folgt

- , 1=
VxE=—-H

- (2.34)

(Faradaysches Gesetz %). Anwendung der Divergenz
auf beide Seiten von (2.16) ergibt

V-H=0. (2.35)
Die Gln. (2.34) und (2.35) sind die ersten beiden
von vier Maxwell Gleichungen.

Die anderen beiden Maxwell Gleichungen lassen
sich aus der Variation des Wirkungsintegrals (2.33)

SFaraday, Michael, britischer Physiker und Chemiker,
*Newington Butts (heute zu London) 22.9. 1791, {Hampton
Court Green bei London 25.8. 1867; bildete sich nach ei-
ner Buchbinderlehre autodidaktisch, wurde 1813 Laborato-
riumsgehilfe bei H. Davy und 1825 dessen Nachfolger als Di-
rektor des Laboratoriums der Royal Institution, danach auch
Professor fir Physik und Chemie. Faraday entdeckte das
Benzol im Leuchtgas, die elektromagnetische Induktion, die
Selbstinduktion, die dielektrischen und diamagnetischen Er-
scheinungen, die Drehung der Polarisationsebene des Lichts
durch ein magnetisches Feld (Faradayeffekt, Magnetooptik)
und die Grundgesetze der Elektrolyse. Faraday fiihrte den
Begriff der elektrischen und magnetischen Kraftlinien ein
und konstruierte den ersten Dynamo. Werke: Experimental
researches in electricity, 3 Bédnde (1844-55); Experimental
researches in chemistry and physics (1859). Literatur: Lem-
merich, J.: Michael Faraday 1791-1867 Erforscher der Elek-
trizitdt Miinchen 1991. (©2000 Bibliographisches Institut &
F. A. Brockhaus AG
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nach den Potenzialen bei gegebenen Bahnkurven
der Ladungen gewinnen . Demnach folgt

1 1. 1 .
68 = _7/ [j%SAZ- + —F*§Fy|dl =0,

c c 8w
wobei Fk§F,. = F;1.0F* verwendet wurde. Ein-
setzen von

[ 0Ay _ 0A;
T ort  Oxk
liefert
1 1.
5S = ﬂ/ {fjldAi
c c
1 _ .. 0 1 ., 0
~ ik % 54, - —F““—JA}dF .
+87r ort T 8 oxk
Im zweiten Term in Klammern vertauschen wir g
und k; zusitzlich beriicksichtigen wir F* = —F,
D.h.,

11y, 1 .. 0

Das zweite Glied wird wie folgt umgeformt:

/ F““%&Aidl“
T

_ /% (F*6A,) dT

0 ik
—/ (MF >6A1d1“

Gaub f{ FR§ A dfy, — / 9 pit) sA,ar .
ozk

Die raumlichen Integrationsgrenzen liegen im Un-
endlichen. Dort verschwindet das Feld. An den zeit-
lichen Anfangs- bzw. Endpunkten muf} die Variati-
on der Potenziale im Sinn des Prinzips der kleinsten
Wirkung verschwinden. D.h., der Oberflichenbei-
trag verschwindet, und wir erhalten

1, 1oF*
~7
—j' 4+ ——]0A,dl'=0.
/ (c] 4m Oxk ) !
6Bei der Ableitung der Gl. (2.10) war dies gerade umge-
kehrt!

Aus der Willkiirlichkeit der § A; folgen die vier Glei-
chungen

OF* dr

Fiir ¢ = 0 ergibt sich

V-E=dnp. (2.37)
Fiir i = 1, 2, 3 erhalten wir
- - 1s 4m-
VXH:EE+%T]' (2.38)

(mit E = 0 heiBt dies das Amperesche Gesetz 7.
Dies sind die beiden anderen Maxwell Gleichungen.

’Maxwell Gleichungen in Integralform:

Nach dem Stokeschen Satz angewandt auf GI.
(2.34) gilt

/(ﬁxﬁ)-df:yfﬁ-dg

bzw.

T I R
]{E~dffga/H-df

8. Auf die Gl. (2.35) wenden wir den Gauf’schen
Satz an und erhalten

(2.39)

j{ﬁ.dfzo. (2.40)
Analog gilt fiir (2.37)
}{Edf: 47r/pdV. (2.41)

7 Ampere, André Marie, franzésischer Physiker und Ma-
thematiker, *Lyon 22.1. 1775, Marseille 10.6. 1836; entdeck-
te Anziehung, Abstofung und magnetische Wirkung elek-
trischer Strome, erklirte den Magnetismus durch Moleku-
larstrome und stellte 1826 die erste mathematisch fundier-
te elektrodynamische Theorie auf. (©2000 Bibliographisches
Institut & F. A. Brockhaus AG

8Darauf das die Zeitableitung vor dem Integral steht
kommen wir spéter noch zuriick.
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Und fiir (2.38)

1 BE - >
H.ds= ~df . (2.42
% y (4 ot ) ;oo 24y
Die Grofle %W heifit Verschiebungsstrom (engl.:

displacement current).

’ Kontinuitétsgleichung: ‘

Wir wenden die Divergenz auf beide Seiten von
(2.38) an und erhalten

- - - 1o o5 4dr o -
V-(VXH) = V-E+-1V.j
c c
—_————
=0
(2.37) dm . Adwm o
c c
D.h.,
p+V-j=0 (2.43)
bzw.

0 - >
En pde—f‘rdf.

Die linke Seite ist die Ladungsveranderung im
Volumen. Die rechte Seite liefert die Ursache,
ndmlich den Strom der Ladung durch die Ober-
fliche, wobei df nach auen weist. Gl. (2.43) ist
die Kontinuitétsgleichung.

Energiedichte und Energiestrom: ‘

Wir bilden —H - (2.34) + E - (2.38) , d.h.,

—~ ﬁ-(ﬁxﬁ) +E- (6 ﬁ)

H-H+

QM—'

Mit der Identitéat

§~(d'><l_f) b-

(Vxa)-a-(Vxb)

(siehe Aufgabe) folgt

GBI . o
— =-F. S 2.44
ot 8w 1=V ( )

mit

N Cc - _,
S=—FExH. 2.45
mZx (2.45)
S ist der sogenannte Poynting-Vektor °
Jetzt integrieren wir die Gl. (2.44), d.h.

2 72
0 / B H 4y (2.46)

ot 8

—/j’-EdV—j{ﬁ-df".

—_——

’EZ et

Die Summe lduft iiber alle Ladungen im Integrati-
onsvolumen. Wenn die Grenzen des Volumens im
Unendlichen liegen, dann gilt f S.d f =0, da dort
die Felder verschwinden. Auflerdem gilt

et - E = (2.47)

wobei €x;,, die kinetische Energie der Ladungen in-
klusive ihrer Ruheenergie ist !°. Demnach gilt

o | [ E?+ H?

> /TdV—FZekm =0 (2.48)
Die Klammer [...] ist erhalten, und es liegt nahe,
die Grofe

9Poynting, John Henry, britischer Physiker, *Monton (bei
Manchester) 9.9. 1852, {Birmingham 30.3. 1914; arbeitete
iiber Gravitation und Elektrodynamik, fithrte den Begriff
der Energiestromdichte (Poynting-Vektor) ein. (©2000 Bi-
bliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG

10Nebenrechnung: €y, ist gegeben durch Gl. (1.24), d.h.,

d d 5 di  d
L = (B T—L)=T- -
g =g - a dt dt
(1.23) , dp  _ dv dv
A m()CV(”) >
—,_/

(1.13)

="p
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E? + H?
W=—"-— 2.49
& (2.49)
als Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
zu betrachten.
Fiir ein endliches Volumen dagegen ist

%[...]:—j{g‘-df.

Die Grofie ¢ S.d f ist der Energiestrom des Feldes
durch die Oberfliche. D.h., der Poynting-Vektor
ist die Energiestromdichte.

An dieser Stelle verfligen wir iiber eine verein-
heitliche Theorie der elektromagnetischen Krifte!
In den folgenden Kapiteln werden wir spezielle
Losungen und Konsequenzen der Maxwell Glei-
chungen diskutieren.



Kapitel 3

Zeitunabhingige elektromagnetische

Felder

3.1 Das elektrostatische Feld

’Das Coulombsche Gesetz:

Gemif Gl (2.15) gilt jetzt

E=-Vo (3.1)
1. Aus der Maxwell Gleichung (2.37) folgt die Pois-
son Gleichung 2

Ap = —4mp (3.2)

bzw. in Abwesenheit von Ladungen die Laplace
Gleichung *

1Bemerkung: Aufgrund von E = —ﬁcp gilt VxE=0
und damit nach dem Stokesches Satz fﬁ -d§ = 0. Solche
Felder nennt man konservativ.

2Poisson, Siméon Denis, franzosischer Mathematiker
und Physiker, *Pithiviers (Département Loiret) 21.6. 1781,
tParis 25.4. 1840; trug wesentlich zum Ausbau der Poten-
zialtheorie bei (Poisson-Gleichung), die er zur Lsung elek-
trostatischer und magnetischer Probleme anwandte. Poisson
befasste sich u.a. mit Warmeleitung und Wahrscheinlich-
keitstheorie und gab als Grenzfall der Binomialverteilung
die nach ihm benannte Poisson-Verteilung an, bei der die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines bestimmten Er-
eignisses sehr klein, die Anzahl der unabhéngigen Wieder-
holungen sehr grof§ ist. (©2000 Bibliographisches Institut &
F. A. Brockhaus AG

3Laplace, Pierre Simon Marquis de (seit 1817), franzosi-
scher Physiker, Mathematiker, Astronom, *Beaumont-en-
Auge (Département Calvados) 28.3. 1749, {Paris 5.3. 1827,
gab eine sehr detaillierte Darstellung der Bewegungs-
vorgénge der Himmelskorper, erkliarte die Entwicklung des
Sonnensystems (Kant-Laplace-Theorie). Laplace begriinde-

17

Ap=0. (3.3)

Das Feld E einer einzelnen Ladung sollte radial-
symmetrisch sein. D.h., fiir eine Ladung e im Ur-
sprung sollte E nur vom Ortsvektor 7 abhéngen.
GeméB Gl. (2.37) bzw. (2.41) liegt nahe

-, er
= - 4
E()=5" (3.4)
und daher
e
p(M="2. (35)

Die Gl. (3.4) bzw. auch die Gl. (3.5) wird als Cou-
lombsches Gesetz * bezeichnet. Fiir eine Verteilung
von Ladungen e; an den Orten 7; (i = 1,..., N) gilt
nach dem Superpositionsprinzip

N

p ()=

i=1

—

g

—

e
ey

| /p(f”) ﬁd‘o’r’ (3.6)

te die Potenzialtheorie und entwickelte u.a. die Laplace-Glei-
chung sowie die Laplace-Transformation, eine Integraltrans-
formation, und verfasste Arbeiten zur Schwingungs- und
Waérmelehre sowie zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sein
Hauptwerk ist Traité de mecanique céleste (5 Bénde, 1799-
1825). (©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus
AG

4Coulomb, Charles Augustin de, franzésischer Physiker
und Ingenieur, *Angouléme 14.6. 1736, tParis 23.8. 1806;
fiihrte u.a. den Begriff des magnetischen Moments ein und
begriindete die Theorie der elektrischen Polarisation, fand
1785 mithilfe der von ihm erbauten Drehwaage das Grund-
gesetz der Elektrostatik (Coulombsches Gesetz). (©2000 Bi-
bliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG
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mit p (7) = Y1V, €6 (7 — 7) 5. Fiir das elektrische
Feld gilt dann

!

N

> 1'

P77
.

/poﬂ)';%

| 3

=
<

EF =

d3r' .

(3.7)

3 =L

Fiir die Kraft auf eine Ladung e am Ort 7" aufgrund
der Ladung ¢’ am Ort 7 gilt nach Gl. (2.17) und
Gl. (3.4)

F(7) = 7;: (3.8)

Bemerkung: Setzen wir ¢ = £ sowie p = ed ()

in die Poisson Gleichung ein, so ergibt sich

A1 = —4nd (7).

: (3.9)

Bemerkung: Das Kraftgesetz (3.8) ist funktional
identisch mit dem entsprechenden Gesetz fiir die
Gravitation. Allerdings ist die Gravitationskraft
unglaublich viel schwécher: In MKSA-Einheiten
(4me,)"te2/(Gm(0)?) = 4.2 - 102, wobei G die
Gravitationskonstante ist.

’Eine Ladung in relativer Ruhe:

Wir betrachten die Situation in Abbildung 1.1,
wobei die Ladung e im Ursprung von K’ ruht,
und fragen uns: wie sieht das Feld dieser Ladung
vom System K gesehen aus? Zur Erinnerung: kon-

travariate Viervektoren A' = (A‘Z/T) transfor-
mieren sich gemif z° = (2°,%) = (ct,7) ©. Ins-
besondere betrachten wir hier das Viererpotenzial
Al = (gp,/f). Im System K’ gilt A® = (90’,6) und
die Verbindung zum K-System lautet

mit

5Tm Abschnitt 1.7 der Referenz [3] ist gezeigt, dass Gl.
(3.6) tatsichlich die Poisson Gleichung erfiillt.

6 40 — 7 (w) (A/°+ %A’l), Al — 7 (w) (All +%A/0),
A2 = A2 A3 = A" (vgl. Gln. (1.1) bis (1.5)).

72 =42 (w) (x — wt)® +y* + 22 .

Fiir das Vektorpotenzial gilt

g

- we
A=~ (w) ;(p’:'y(w)?.

GemiB Gl. (2.15), E = —%X— Ve, folgt mit

7? (w) (z — wt)

- e
Ve =7(w) 3 Y
z
und
1 we 1
A=y (w) 557 (w) (@ —wh)w
die Formel
. r — wt
E o= w5 Y
z
_ ey (w)
- 9 3/2
72 (w) (= wt)® + 2 + 2
r — wt
X Yy
z

Mit R = (z — wt,y, z) und R?sin? 0 = 42+ 22, d.h.,
0 ist der Winkel zur z-Achse (Bewegungsrichtung),
folgt

2 N
B} - R
T g B

c2

(3.10)

Die Komponenten senkrecht und parallel zur Be-
wegungsrichtung sind
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D.h., mit zunehmender Geschwindigkeit w wird
das FE-Feld parallel zur Bewegungsrichtung ge-
staucht und senkrecht dazu gestreckt.

Energie U einer statischen Ladungsverteilung: ‘

Geméf Gl. (2.49) gilt

%/E%zv
87T 6
- V- (Be)av

G;uﬁ/ E’(p'df

—_——

=0

Il
Dji

av

o Y E dv.

Gl. (3 37)

87‘(‘

4mp

Das Oberfldchenintegral verschwindet im Unendli-
chen, da dort F verschwindet. Somit gilt

1
U= §/papdV (3.11)
bzw.
1
U = 5 Ej €j<,0j (3.12)
3.6 1 €;e;
= 3.13
5 2 Tronp OB
i,5(i#3)

Als alternative Notation fiir 4 > j(ig) Wird hiufig
> _i<; verwendet.

Bemerkung: In Gl. (3.13) haben wir explizit
die Selbstenergie (i = j) vermieden, fiir diesen
Fall wird U unendlich und damit sinnlos. D.h.,
es gibt einen gewissen Grenzabstand r(, unterhalb
dessen unsere Elektrodynamik sinnlos wird. Aus
den bisher bekannten Groflen Elektronenruhemas-
se m. (0), Lichtgeschwindigkeit ¢ und Elektronen-
ladung —e, sowie der Léingg re konstruieren wir die

dimensionslose Grofle bzw.

reme(0)c?

19
}47)‘1 4’1 ‘¢AJ *{
i = //?J
v/ i ]
Pi(%) pi(@)

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung zweier
Ladungsverteilungen p;(7;) und p;(7;) im Abstand
r;; voneinander.

(&

2
o~ —C 3.14

" me (0) ¢ (3:-14)

re ist der  sogenannte  Elektronenradius
(re ~2.8107%m). Quanteneffekte werden al-

lerdings vorher schon wichtig (typische Lénge
(o)cN39 10~ 3m).

’ Die Multipolentwicklung;: ‘

Wir betrachten die in Abbildung 3.1 dargestell-
ten Ladungsverteilungen p; (7;) und p; (7;). Ihre
Coulomb-Wechselwirkungsenergie ist

Ujj = / |p7-j(n)_»pj (7_:])

dsTidde y
—7j+ 7 |

(3.15)
wobei iiber den gesamten Raum integriert wird.
Wir nehmen an, dass der Abstand r;; der beiden
Ladungsverteilungen sehr viel grofler ist als ihre je-
weiligen réumlichen Ausdehnungen A; und ;. Un-
ter diesen Bedingungen ist es sinnvoll, den Inte-
granden in Potenzen von r;jl zu entwickeln. D.h.,
wir schreiben

| 7= T+ 7 | =

. —-1/2
S L ﬁj+z§
Tij Tij re.
1 iy 17 3 (. -7\’
- — |:1 - - 5.2 + - 2
Tij Tij 2rij 8 Tij

+0 (%) |
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I R )
N Tij rfj
18- 7)° — 7 43 7)" ~ 77
2 rf’j
+ﬁ~ﬁ3(ﬁg~ﬁ)(ﬁ-%)+o<i> .
T3 Ty

Hier haben wir @ = 7j;/ri;, die Entwicklung
(1+2)""% =1 -2/2+322/8 + O (¢%) fiir Klei-
ne z, sowie die Abkiirzung 7;; = 7; — 7; verwendet.
Als niichstes setzen wir die obige Entwicklung in
(3.15) ein und definieren

e= /p(%’) d>r (3.16)
ﬁ:/?p (7)d’r (3.17)
L3
=3 > nansQap (3.18)
a,f=1
Qup = / (37ams — T%00p) p () d®r . (3.19)

Hier ist e die Gesamtladung und p das Dipolmo-
ment der Ladungsverteilung p (7). Die Groflen Qo
sind die kartesischen Komponenten des Quadru-
poltensors. Damit erhalten wir fiir die Wechselwir-
kungsenergie

eiej - (ep; — piej)
Ui = u ! j2 t (320)
Tij T3
eiQ; + Qiej
)

]

pi -0 — 3 (- pi) (- ) 1
=) +0 el I
(%] )

Die Terme auf der rechten Seite beschreiben der
Reihe nach die Monopol-Monopol-, die Mono-
pol-Dipol-, die Monopol-Quadrupol- und die Di-
pol-Dipol-Wechselwirkung der Ladungsverteilun-
gen. Die folgenden Terme wéren ein Dipol-Quadru-
pol- (N ri_j4) und ein Quadrupol-Quadrupol-Term

(N TZJS)'

+

Es ist niitzlich, die obige Multipolentwicklung
aus einer zweiten unsymmetrischen Perspektive zu
betrachten. Wir betrachten die Ladungsverteilung
pi (7;) im Feld der Ladungsverteilung p; (7). D.h.

us = [ i@ o+ AP

Das Potenzial ¢ (7; + 7;) ist bis einschliefilich dem
Quadrupolbeitrag durch die Taylor Entwicklung

o (7 75) = 9 (7) = 7 E (7))
138
~5 Z (37'1'70(73,5 —Ti25aﬁ)
a,B=1
8Eﬁ (TZ + Tl)
O0Ti.a

(3.21)

;=0

gegeben 7. Hier ist E = —ﬁap das elektrische Feld
hervorgerufen durch die Ladungsverteilung p;. So-
mit erhalten wir fiir die Wechselwirkungsenergie

U = 61'90(7)—@'-5(7) (3.22)
OEs (T; + T;
- Z Qlaﬁ ﬁa ) . =+ ...
Ti,a 73;=0
aﬁ 1

Insbesondere liefert der Vergleich von (3.22) mit
(3.20)

B 8By
= =

=Gl [ﬁj 4. (3.23)

ij
Bemerkung: Es ist moglich, folgendes Theorem
zu beweisen. Das niedrigste, nicht verschwinden-
de Moment einer Ladungsverteilung ist unabhéngig
vom Ursprung. Dies gilt in der Regel nicht fiir die
hoheren, nicht verschwindenden Momente.

3.2 Randwertprobleme der
Elektrostatik - ideale Lei-
ter im Vakuum

’Durchgang durch eine geladene Leiterplatte: ‘

— -

71 1 1.2 o
5 B C‘I’ = —35 [ caE += V- E
2( )( )90 3 § &”/jT T3 ,@( 67 . ,)

=0
9BEg

und ( Z 8 6 T2, B
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Abbildung 3.2: Ein idealer Leiter mit den Ober-
flachenfeldern E, oberhalb und FE; unterhalb. Die
Integrationsdose ist ebenfalls gezeigt.

Wir untersuchen die Potenzial- bzw. Feldverldufe
in und um ideale Leiter . Abbildung 3.2 zeigt einen
solchen Leiter der Dicke Ah. Nach Gl. (2.41) gilt

]{E-df:4w/pdv.

Wir schreiben o () = Ahp(7), wobei o (7) die
Flichenladungsdichte ist. Auflerdem gilt AV =
AfAh. D.h., fiir eine geschlossene Dose, deren
Deckel sich unmittelbar tiber der Fliche befindet
und ihr Boden unmittelbar darunter (vgl. Abbil-
dung), folgt

—

(Ea(F) - Ei(m) i=dAno (7). (3.24)

¢ und F in einigen einfachen Leitergeometrien:

Ein spezieller Fall dieser Betrachtung ist die
Hohlkugel mit gleichformiger Ladungsverteilung o
(sieche Abbildung 3.3 (a)). Da es im Inneren keine
Ladungen gibt, gilt dort

fﬁi.dfzo.

Dies gilt insbesondere, wenn wir iiber eine auf den
Mittelpunkt der Hohlkugel zentrierte beliebige Ku-
gelfliche integrieren. Auf dieser Flache ist F;-df =

81n idealen Leitern kénnen sich Ladungen unbehindert in
dem herrschenden elektrischen Feld bewegen.

=y

my

(a) Hohlkugel (b) Koaxialkabel

E

(c) Plattenkondensator

Abbildung 3.3: Verschiedene Spezialfille im Kon-
text von Gl. (3.24).

konstant und daher EZ = 0. Somit ist E_:Z = 0 iiber-
all in der Hohlkugel °.

Wir erhalten also fiir das duflere Feld im Abstand
7 vom Kugelzentrum

e
r2

=<3y

E(f) =

Dies ist das bekannte Coulombsche Gesetz (vgl. Gl.

(3.4)), wobei hier e die Gesamtladung der Kugel ist
10

r

Ein weiterer Spezialfall ist das Koaxialkabel (sie-
he Abbildung 3.3 (b)) mit R; als Radius des Innen-
zylinders (Ladung e) und R, als Radius des Au-
Benzylinders (Ladung —e). Mit dem gleichen Argu-
ment wie eben gilt E (7) = 0 fiir 7 < R;. Hier ist r
der senkrechte Abstand von der Zylinderachse. Fiir
R; <r < R, dagegen ist

-, 4re ¥ 2efT
E = -—=——.
() 2rrlr Irr

(3.25)

Hier ist e/l die Ladung auf dem inneren Zylin-
der pro Langeneinheit. Fiir das Potenzial ¢ (7) gilt

9Selbst wenn die Oberflichenladungsverteilung nicht
gleichférmig und die Oberfliche keine Kugel ist, gilt immer
noch E; = 0 (Warum? Stichwort: Faradayscher Kifig).

0Djese Gleichung gilt natiirlich fiir jede radialsymmetri-
sche Ladungsverteilung, wobei e = e (r) die bis zum Radius
r aufintegrierte Ladung ist.
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2
o (F) = 776 Inr. (3.26)
Die Kapazitéit, Ladung/Potenzialdifferenz, des
Kabels ist
e l R, -t
=—==|ln{— . 2
¢ AN Q{H(Riﬂ (3:27)

Die Grofie Ap = ¢ (R;) — ¢ (Rq) heiit Spannung.

Ganz auflen, fiir r > R,, gilt wieder ¢ E-df =0
bzw. E (7) = 0.

FEin letzter Spezialfall ist der Plattenkondensa-
tor (Abbildung 3.3 (c¢)). Er kann als Grenzfall des
Koaxialkabels fiir R; R, — oo mit R, — R; = d
erhalten werden. Aus Gl. (3.25) folgt dann

IR (3.28)
wobei o die Flichenladungsdichte e/ (27rl) ist. 7
steht senkrecht auf der (inneren) Platte mit der po-
sitiven Ladung e. Man beachte, das E im gesamten
Innenraum des Kondensators konstant ist 1. Au-
Ben verschwindet es. Fiir das Potenzial gilt

p(z)= —/ drodz = —4moz . (3.29)
0

Hier ist z die Koordinate senkrecht zur Fldche mit
der Ladung e. Wenn die Platten den Abstand d
haben, dann ist die Kapazitét

e A
C= O —o@ " ind’ (3.30)

wobeil A die Fliche einer Platte ist.

Bevor wir auf verschiedene Berechnungsmetho-
den fiir die Potenzialverliufe bzw. Feldverldufe
eingehen, wollen wir kurz den Fall des Potenzi-
alverlaufs beim Durchgang durch eine elektrische
Doppelschicht betrachten.

1 Natiirlich treten bei realen Kondensatoren Abweichun-
gen an den Réndern auf.

S (positiv)

S (negativ)

dVv=df' cos(6) dx
=x2 dx dQ

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung einer
elektrischen Doppelschicht. Die Groflen sind im
Text erklart. Der Einsatz zeigt den Zusammenhang
mit dem Raumwinkelelement dS), wobei z = |7— 7|
ist.

’ Elektrische Doppelschicht: ‘

Wir stellen uns zwei Leiterflichen S und S (wie
die in Abbildung 3.2 gezeigte) vor, die den klei-
nen Abstand d voneinander haben (siehe Abbil-
dung 3.4). Der erste Leiter trigt die Ladungsdichte
o (), der zweite trigt die Ladungsdichte —o (7).
Insgesamt entspricht diese Geometrie einer Dipol-
fliche bzw. einer elektrischen Doppelschicht, deren
Potenzial durch

p(r) = /S|F_T_,|df’ (3.31)
o () /
’/S F—F’Jrﬁd\df

gegeben ist.
Wir gehen von | 7#— 7 |>> d aus und entwickeln

1 1
| F—7 +iid|  \/[F—F |2+ +2di - (7 —7)

|77 | 72
1 1
= dit - Vi
|f’—f*|+ " ’ﬂf—ﬁ\+
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Wenn wir dies in Gl. (3.31) einsetzen und gleichzei-
tig d — 0 betrachten (d.h., S — S’) folgt

o (7) :—/Sa(ﬁ)dﬁﬁ;ﬁ

Wir nennen D () = o (7) d die Dipolflichendichte

und schreiben ( mit Vz... = V... )
A2y 1 ’
() = [ D@)i-Ve——7 df
s | 7= |
—__ _cos@ df':—dQ

|[7—7|2

—/ D (7)dQ (3.32)
S

(vgl. Abbildung 3.4).

Die Formel (3.32) erlaubt es, den Potenzial-
sprung Ap beim Durchgang durch die Doppel-
schicht hinzuschreiben. D.h., beim Durchgang von
oben (laut Abbildung 3.4) nach unten gilt

ASO Punten — Poben (333)

= 27D +27D =4nD
wenn D (7) értlich konstant ist.

Wir betrachten nun Methoden zur Berechnung
von ¢ () bzw. E (7) in komplexen Leitergeometrien
im Vakuum. D.h., wir 16sen die Laplace Gleichung
12 unter vorgegebenen Randbedingungen auf den
Leiteroberflichen. Man unterscheidet in der Regel -

Dirichletsche Probleme ?: Ap = 0 im Inneren
eines Bereiches B und w‘aB = h auf dem Rand
OB. h ist eine vorgegebene (stetige) Funktion auf
0B.

12Bemerkung: Eine Funktion, deren 1. und 2. Ableitung
stetig ist, und die Losung der Laplace-Gleichung ist, heifit
harmonische Funktion.

13Dirichlet, Johann Peter Gustav, eigentlich Lejeune-Di-
richlet, Mathematiker, *Diiren 13.2. 1805, tGottingen 5.5.
1859; arbeitete besonders iiber Zahlentheorie, unendliche
Reihen, Integralrechnung, Potenzialtheorie und Randwert-
probleme. (©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brock-
haus AG

Neumannsche Probleme *: Ay = 0 in B und
%bB = g. Hier ist dp/07 die Normalenableitung
und g ist wieder eine vorgegebene (stetige) Funk-
tion auf JB.

Man kann zeigen (siehe Jackson 1.9), dass diese
Randbedingungen fiir eine eindeutige Losung
ausreichen!

’ Die Bildladungsmethode:

Die Abbildung 3.5 zeigt eine Punktladung im Ab-
stand a von der ebenen Oberfliche eines idealen
Leiters. Im Gleichgewicht bedeutet dies F, = F, =
0 fiir die Kraft auf eine Ladung an der Leiterober-
fliche. Daraus folgt £, = Fy, = 0 bzw. E 1 zur Lei-
teroberfliche. Daraus folgt ¢ = konstant entlang
der Leiteroberfliche. Hier setzen wir ¢ (z = 0) = 0;
man spricht von Erdung. In der unmittelbaren Um-
gebung von e dagegen gilt das Coulombsche Gesetz.
Diese Vorgaben werden mit dem Bildladungsansatz

e e

o (1) = (3.34)

| F—=7e | |7 —Te |

erfiillt falls ¢/ = —e und 7,y = —7, gesetzt wird.

Interessant ist noch die tatsdchliche Verteilung
der induzierten Ladung in der Leiterebene. Diese
folgt aus (3.24)

_ de(7,2)
dz
wobei 7 = (x,y) ist. Mit 7, =
(7, z) folgt

. 7o (7)

(0,0,a) und 7 =

Bl (3.35)

4Neumann, Franz Ernst, Physiker und Mineraloge, *Joa-
chimsthal (Kreis Barnim) 11.9. 1798, {Konigsberg (Pr) 23.5.
1895; Begriinder der mathematischen Physik in Deutsch-
land, grundlegende theoretische und experimentelle Arbei-
ten zur Wellenlehre des Lichts, zur Elektrodynamik und zur
Kristallographie. (©2000 Bibliographisches Institut & F. A.
Brockhaus AG
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I

T —

e\l‘ re'
idealer Leiter

z=0

Abbildung 3.5: Eine Ladung e vor der Oberfliche
eines idealen Leiters bei z = a induziert eine Bild-
ladung €’. ¢ = konstant bezeichnet Aquipotenzial-
linien bzw. -flichen, auf denen die Feldlinien senk-
recht stehen (Aufgabe).

Abbildung 3.6: Eine leitende geerdete Kugel mit
Radius R am Ursprung. Die Ladung e befindet sich
bei 7; die Bildladung e’ bei 7.s (aus Symmetrie-
griinden gilt 7, || 7er). Der Messpunkt liegt bei 7.

Ebenfalls von Interesse ist die Kraft, die die in-
duzierte Ladung auf e ausiibt. Nach der Gl. (3.8)
gilt

7 — T e* 7,

) — e __ e
(re) =e 4r2 r,

¢ | Fe - 7::9’ |3
Ein schwierigeres Beispiel zeigt die Abbildung

3.6. Wir wollen ¢ () ausserhalb der gezeigten Ku-

gel bestimmen. Wir gehen wieder von (3.34) aus:

e e’

e (r) =

| ir —di're | | AT —q're |

Hier ist 7 = 7#/r bzw. i’ = Fer /1er. D.h.,

e e

wmsz_

- — — . (3.36)
%ﬁn/| re/|n’—%n|

Um ¢(R) = 0 fiir beliebige 7 - i’ zu erreichen, muf

(3.37)
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Auch hier ist es interessant, die Kraft auf die La-
dung e zu berechnen. Nach dem Coulombschen Ge-
setz bzw. Gl. (3.8) gilt wieder

F(r) = ee’ fe 7 Te
—_ ReZ
Te

(3.38)

| Fe —Ter ‘3
5 -2
:7-;2(1—%) it
Te
3 —2
= —=5 | — - — n
R2 \r, r2

R

3
Te

R<<Te _

—

Im Gegensatz zur Ebene geht hier die Kraft mt

1/r3!
Kurze Diskussion verschiedener Spezialfille:

(a) Die Kugel in Abbildung 3.6 ist nicht geerdet
und trigt die UberschuBladung e.,. Wie sieht ¢ (7)
fiir diesen Fall aus? Antwort: Wenn die Kugel in
Abbildung 3.6 von ihrer Erdung ,abgeschnitten
“wird, trigt sie die UberschuBladung (Bildladung)
e’. D.h., der Rest e, — € kann sich gleichformig
iiber die Kugel verteilen und es gilt einfach

Cox — €

@ (r) = Pgeerdet (7) + | 7;»‘ (3.39)

(b) Die Kugel in Abbildung 3.6 wird auf dem festen
Potenzial ¢.,¢ gehalten. In diesem Fall gilt

@eItR
|7

® (7?) = Pgeerdet ('F) + s (340)

—

da Pgeerdet (R) =0.

(c) Die Kugel in Abbildung 3.6 ohne die Ladung e
wird einem konstanten E-Feld in X -Richtung aus-
gesetzt. Wie sieht ¢ (7) aus? Diese Situation kann
trickreich durch Ladungen e und —e erreicht wer-
den, die bei x = —a und x = a liegen, wenn a >> R
gilt! Nach dem Superpositionsprinzip folgt

e —fe

p(F) = o

——— +
| 7+ figa | |F+ﬁx%2

+ —e€ + %6
|’F_ﬁ1‘a'| ‘F_ﬁwiz

a

AuBerdem ist | 74 7 a |?= r? + a® £ 2ra cos 6, wo-
bei 6§ der Winkel des Betrachtungspunktes 7 zur x-
Achse ist. Wir bleiben mit dem Betrachtungspunkt
in der Nihe der Kugel und entwickeln in r/a << 1
mit dem Resultat

3

2e 2e R
i cosf + peies cos @ + ..(3.41)

3
—E(xz=0) (T—R2> cosf ,

o ()

r

wobei E (z =0) = 2¢ das Feld bei z = 0 ist. Fiir
die Oberflaichenladungsverteilung gilt

1 Oy

41 Or

3
= > Fycos .
rmr A 0O

(3.42)

’Aap = 0 und konforme Abbildungen: ‘

Die Idee dieser Methode ist wie folgt. Gesucht
ist der Potenzialverlauf ¢ () in einer komplizierten
Leitergeometrie, d.h., die Losung von Ap (¥) = 0
mit komplizierten Randbedingungen. Man weicht
der direkten Losung aus, indem man versucht, ei-
ne Abbildung ¥ = f (@) zu finden, die die kom-
plexe Geometrie im 7-Raum auf eine vereinfach-
te Geometrie im tu-Raum abbildet. Gleichzeitig soll
Vip (f (@) =0 gelten.

Im allgemeinen funktioniert dies nur in zwei Di-
mensionen, wobei die f analytische Funktionen
f(z) = u(x,y) +iv(x,y) (mit z = = + dy) sind.
Dann némlich gilt *°

8290 g 2 82(/5 82¢
+ 277 = f'(2) | (auz + W) - (343)

o
Ox?

6 Mit f/(2) = limAzﬁow # 0 folgt

tatsichlich 2% 4+ 2¢ = 0. Die Abbildung f (=)
nennt man auch konforme Abbildung (im kleinen
Winkeltreu).

Beispiel: Potenzialverlauf in einem Zylinder aus
zwei Hilften auf unterschiedlichem Potenzial (vgl.
Abbildung 3.7). Wir betrachten den Zylinder ent-
lang seiner Achse. Die obere Zylinderhilfte ist auf

gezeigt z.B. in M. R. Spiegel (1971) Advanced Mathe-
matics. Schaum’s Outline Series, McGraw-Hill

2 2= (52)7 4 (52)7 = (88)7 + (%)°
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y v
¢=1
\_ D P 9
B I’e A’ B’ C' D' E'
A

\\4):0 0 \4):1 u

Abbildung 3.7: Links: Das eigentliche Problem.
Rechts: Das einfachere Problem, wobei die obere
Halbebene anschlieBend auf das Innere des Kreises
abgebildet wird.

dem Potenzial ¢ = 1, die untere auf dem Potenzi-
al ¢ = 0. Anstatt die Laplace Gleichung mit die-
sen Randbedingungen direkt zu losen, betrachten
wir zunéchst das etwas einfachere Problem auf der
rechten Seite der Abbildung. Dort bestimmen wir
den Potenzialverlauf in der oberen w-Ebene, wobei
die Wand bei v = 0 fiir u < 0 das Potenzial ¢ = 0
hat und fiir v > 0 das Potenzial ¢ = 1.
Wir machen den Ansatz

¢=A9+ B mit ﬂ:arctang,
U

der die Laplace Gleichung in Zylinderkoordinaten

10 0, 10

pop"0p” " 02 002
erfiillt. Hier ist p? = u? + v2, und h ist die Koor-
dinate entlang der Zylinderachse, die hier nicht in-

teressiert. Die Konstanten bestimmen wir aus den
Randbedingungen:

2
3¢ =0

- oz

0 = Anr+B
1 = B.

Die Losung in der Halbebene lautet daher

9 1
(b:l—f:l—farctan(E) .
T u

s

Diese Losung kann mittels der konformen Abbil-
dung

11—z
T 142

(3.44)

in den Einheitskreis abgebildet werden. D.h.,

2 1 _ 2 + 2
@) gy
(1 42)"+y° (1+2)" +y?
und daher
1 1— [2% +y?
¢ (r,§) = 1— —arctan <M>
s 2y

2

! > . (3.46)

2rsin 0

1
= 1— —arctan (
T

In einer der Aufgaben werden Sie zeigen, dass
@ (r,0) tatsdchlich eine Losung der Laplace Glei-
chung ist, und das es die Randbedingen erfiillt 7.

’Ldsung von Ap = 47p als Integralgleichung;:

Fiir eine Ladungsverteilung ohne Randwertbe-
dingungen ist Gl. (3.6) die bequemste Losung. Das
Pendant zu Gl. (3.6) inklusive Randbedingungen
ist

o () = (3.47)

+

0 1 )
“ow (_”) Jo

Hier ist 9/0n’ die Ableitung in Normalenrichtung
(nach auflen) auf der Oberfliche des Volumens V.
Man beachte, die linke Seite von (3.47) ist Null
(aber nicht unbedingt ¢(7) !) fir 7 auflerhalb von
V 18, Wihrend die Bildladungsmethode oder kon-
forme Abbildungen mehr fiir spezielle Fille geeig-
net sind, ldsst sich aus Gl. (3.47) ein allgemeines
Losungsschema konstruieren.

Begriindung der Gl. (3.47): Durch Einsetzen der
Beziehungen

V- (sﬁw) =V + V- Vi

und

17Oberflichenladung berechnen!
Bwird aus der Herleitung von Gl. (3.47) klar.
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S 10}
PVY = waij
n
in das Gauf’sche Theorem, [, V-AdV = Jov A-iidf
mit A = Vi) folgt

/V (N?w F V- W) dv = ﬁv @—wdf (3.48)

(die erste Greensche Beziehung). Wenn wir in dieser
Gleichung die skalaren Felder ¢ und 1 vertauschen
und diese neue Gleichung von der urspriinglichen
subtrahieren, erhalten wir

/ (W%—W%p) av (3.49)
v
0
“4 (5 va)
v
(die  zweite  Greensche  Beziehung).  Mit

v =| ¥ — 7 |7 sowie Gl (3.9) und Gl (3.2)
ergibt sich unmittelbar Gl. (3.47) (wobei auch die
gestrichenen und ungestrichenen Koordinaten zu
vertauschen sind).

Formale Loésung mit der Greens-Funktion:

Wir machen den Ansatz

G(r,7) = + K (7, 7) , (3.50)

G
wobei G (7, 7) die sogenannte Greens-Funktion ist,
und auflerdem

(3.51)

(im Volumen V') gelten soll. Der Sinn ist, dass wir
Gl. (3.50) in Gl (3.49) einsetzen kénnen, um ei-
nes der Oberflichenintegrale zu eliminieren. Damit
konnen wir die Randwertbedingungen entweder auf
den Neumann-Typ oder auf den Dirichlet-Typ be-
schrianken! Denn wenn wir jetzt in Gl. (3.49) ¢ = G
setzen, dann erhalten wir

/ p(7)G (7 ) d>  (3.52)
\%4

1 L o 0o
g e s
LG
o () =5 |df

Dirichlet-Bedingungen lassen sich jetzt einfach
durch

Gp (7,7 ( = 3.53
b (3.53)
erfiillen, d.h.,
op (7) = / Fi ' (3.54)
8GD (7“ r )
— ) !
47r o () on' a-
Neumann-Bedingungen dagegen verlangen
OGN (7, 7) A
o v = "5V (3.55)

9 und somit

N(FD:/ p(7F) Gy F,F’) d®r' (3.56)

&PN
3 PR
o () d7r +47r v on/

1
T b Gdf’

=(pn(M)ov

Hier ist (¢pn (7))oy das mittlere Potenzial auf dem
Rand von V. Das man die Bedingungen (3.53) so-
wie (3.55) wéhlen kann, die iibrigens nicht von den
spezifischen Randwerten abhéngen, liegt natiirlich
an der Beliebigkeit von K (7,1’ | oVt

Dies beendet unsere Diskussion von Randwert-
problemen der Elektrostatik. Eine umfassende Dar-
stellung geben Kapitel 2 und 3 in [3].

-

19%lgt  aus fv dv'v - (VG) fav dft - va@ =
$,, d'0G/0n und [, dV'AG = —4x [ dV'5(7 — 7).
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3.3 Zeitunabhingige Magnet-
felder

’ Das Biot-Savartsche Gesetz: ‘

Wir betrachten die Maxwell Gleichungen (2.35)
und (2.38) fiir stationéire Strome. Die zeitliche Mit-
telung von (2.35) gibt einfach

V- (H)=0.

Im Fall von (2.38) erhalten wir

V() = ).

-,

wobei (E) = 0 gilt 2°. Mit ¥ x (A) = (H) folgt

= o o - /o - o 41

A)) = (A)) — A{A) = —(j) .
Vx (Vx (A) =V (V- (4)) — Al = 24j)
Mittels einer Eichtransformation A — A + V f ge-

lingt V - (A) = 0, und damit

471'—3

A7) = ——(G (7). (3.57)

c

Die Losung ist

(A7) = 1/%&# (3.58)

in Analogie zur Losung (3.6) der Poisson Gleichung
(3.2). Jetzt folgt (H (7)) aus

(7)) = ¥ x (A7)
_ 1 Y/ <';(T_;> 3./
= C/V;Xr_ﬁ|dr
- i/[wﬂfprxgw» (8.59)
=~
+ q_lﬁ, %x@(f’»}di’w
|T‘ T |\q,_./

= . T 4 ) S
20(E) = limr_ 00 %fo Edt = limp_, o w —0

fiir | £ | endlich.

D.h.,

d3,r,/

Iy E T P

Dies ist das Biot-Savartsche Gesetz 2!.

’ Das magnetische Moment: ‘

Wir betrachten (H (7)) fiir den Fall, dass 7/ = 7
auf ein kleines Volumen beschrankt ist und » >> 7
gilt. D.h., wir sind an der Entwicklung der GI.
(3.60) analog zur Entwicklung (3.23) von E(7) in
der Elektrostatik interessiert. Anstatt Gl. (3.60)
direkt zu entwickeln, entwickeln wir zunéchst das
zeitlich gemittelte Vektorpotenzial (A (7)). Es gilt

(AG) =
41 /(f(?))(—?~ oo Jlr .

Das erste Integral verschwindet - und zwar wie
folgt: Geméf Sonderfall des Gaufischen Satzes (An-
hang) gilt

/m%::/dﬁm%:fawﬁb
\% 1% ov
- / 7V - )dPr e /?pd?’T.
s

Das Oberflichenintegral verschwindet natiirlich, da
dort die Strome verschwinden. Mit (p) = 0 folgt die
Behauptung.

Wenden wir uns dem zweiten Integral zu und
schreiben (momentan ohne die Mittelung und den
Faktor —y)

cr3

21Biot, Jean-Baptiste, franzosischer Physiker und Astro-
nom, *Paris 21.4. 1774, tebenda 3.2. 1862; lieferte u.a. wich-
tige Beitrige zur Optik (Polarisation, Doppelbrechung) und
stellte zusammen mit F. Savart das nach ihnen benann-
te biot-savartsche Gesetz der magnetischen Wirkung stati-
onérer elektrischer Strome auf.

Savart, Félix, franzosischer Arzt und Physiker, ¥*Mézieres
(heute zu Charleville-Mézieres) 30.6. 1791, {Paris 16.3. 1841;
leitete aus Versuchen 1820 mit J.B. Biot das nach beiden
benannte Grundgesetz des Elektromagnetismus ab. (©2000
Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG
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/(fﬂjd% = /(Fx 7) x Fd37+/F(f~r‘)d37
:/(ij‘) de?’T—k/F(f-ﬁ;(F-F))d?’T.

Fiir das letzte Integral gilt

22 Da p im Mittel verschwindet folgt mit j (7) =
p () U (7) in fithrender Ordnung

(A =TT (3.61)
mit
m = %/p(?) (7 x 0)d>1 (3.62)

Es gilt
- T L =1 1 -
S~ =3
31

(fiir 7 > 0) und

22gieht man aus f’rijjaj(f’~ F)d3T rd. —f(ajn-jj)(f’-
Ad3r = — [ [ji + 7:0;5;] (7 F)d>r

29
CRLARCLN
Doh.,
(I (7) = 3@ - @ : (3.63)

Man beachte, dass diese Formel derjenigen fiir das
elektrostatische Feld (3.23) analog ist, wobei jedoch
kein Monopolterm existiert!

Zum Abschlufl betrachten wir noch einmal die
Lagrange-Funktion einer Ladung im Feld. Dieses
Feld soll ein konstantes Magnetfeld H sein. Der
entsprechende Teil der Lagrange-Funktion sei L 5
bzw.

Lij=-A-7

ol

gemif Gl. (2.9). Fiir viele Ladungen gilt

1 PO 1 - .
LFI:EZe,,A,,-vl,:f/de(F)A(ﬁ-v.

Cc

Fiir H = konstant 3 gilt { = % (ﬁ X F) 24
und daher

1 (705 =
Ly= % dVp (7) (er) U
—_————
=(Fx®)-H

Der Vergleich mit Gl. (3.62) liefert direkt

Lgy=m-H.

23Konstant bedeutet hier, dass sich das Feld im Integrati-
onsvolumen (Dipolvolumen) nicht bzw. wenig &ndert.
24Nebenrechnung:

Sx(Axi) = A7) -7(% A)
—_—  N——

da H=konstant
= 20=2(VxA).



30 KAPITEL 3. ZEITUNABHANGIGE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

Damit gilt fiir den Beitrag zur potenziellen Energie

—

Up=—m-H . (3.64)

in  Analogie zum elektrostatischen Feld (vgl.
G1.(3.22)) fiir das

Uy=—p-E (3.65)

gilt.

Bemerkung: Magnetische bzw. elektrische Dipo-
le konnen also ihre Emnergie reduzieren, wenn sie
sich in inhomogenen Feldern in Gebiete erhchter
Feldstarke bewegen.



Kapitel 4

Elektromagnetische Wellen und
deren Austrahlung

4.1 Elektromagnetische Wel-
len im Vakuum:

Wellengleichung fiir A

Die Maxwell Gleichungen fiir den Fall p = 0 und
7 = 0 lauten

- . 1=
VxE=——H

—

V-H=0

~a

ﬁxﬁ:EE V-E=0.
Diese Gleichungen kénnen Losungen besitzen, die
von Null verschieden sind. D.h., es gibt elektro-
magnetische Felder in Abwesenheit von Ladungen!
Man spricht von elektromagnetischen Wellen.

Die beiden unteren Gleichungen lauten in Vierer-
schreibweise (vgl. Gl. (2.36))

_OF ik 0 oAk QA
T oxk T 9zk \ ox;  Owp
0 0AF 02 e
- 8%1 81’k c‘hkaxk
Wir verlangen g‘;‘: :ﬁ() (Lorentz-Eichung) ! und
erhalten mit A° = (p, A) sowie (2.2) und (2.3)
n dreidimensionaler Schreibweise: 0 = g‘:k =z aﬁ” +

V - A AuBerdem miissen die oben schon diskutierten

Eichtransformationen beachtet werden: A — A + Vf

und ¢ — @ — 1f Die Lorentz-Eichung fordert also
1 92

(1)

chung invariant unter Wechseln des Koordinatensystems ist.

= 0. Man beachte, dass die Lorentz-Ei-

31

1 02

( 028t2+A>( A)=0.

Die Wellengleichung lautet also
1 62

\:\AE( 28t2+A>

Das Symbol O wird auch als d’Alembert Operator
bezeichnet 2 3.

(4.1)

Ebene Wellen: ‘

Ebene Wellen héngen lediglich von einer Ortsko-
ordinate (hier ist dies z) und von der Zeit ab. Fiir
eine beliebige Komponente A, gilt laut G1. (4.1)

2 Alembert, Jean-Baptiste Le Rond d’, franzésischer Ma-
thematiker, Philosoph und Physiker, *Paris 16.11. 1717,
tebenda 29.10. 1783; gab mit Diderot seit 1751 die er-
sten sieben Binde der Encyclopédie (Enzyklopéddisten) her-
aus. Seine Erkenntnistheorie, in der er die Erfahrungswis-
senschaft zu begriinden suchte, wurde grundlegend fiir den
Positivismus. Alembert hat bedeutende Fortschritte in der
Zahlentheorie und Analysis erzielt. In seinem wissenschaftli-
chen Hauptwerk der Mechanik, Traité de dynamique (1743),
stellte er das d’alembertsche Prinzip auf, eine Beschrei-
bung von beschleunigenden Kriften, die es ermoglicht, dy-
namische Aufgaben wie statische Gleichgewichtsaufgaben zu
16sen (Extremalprinzipien). (©2000 Bibliographisches Insti-
tut & F. A. Brockhaus AG

3 Alternative: Mittels der Eichtransformation des skalaren
Potenzials wird ¢ = 0 erreicht. Daraus folgt E=-1

(&

-
VxA eingesetzt in VxH = E
folgt ebenfalls die Wellengleichung, wenn noch V-A=0
erfiillt werden kann (Coulomb-Eichung). Dies ist moglich,
da hier (!) die Erweiterung A — A + Vf(7,t) + Vg(7) die
Feldgleichungen invariant l148t.

Zusammen mit H =

n\»—t@
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0 0 0 0

Mit der Substitution

bzw.

folgt

9 _1(0 90 9 _1(o. 0
o~ 2\ot ‘oz an 2\t “or)

und aus Gl. (4.2) wird

0%A, _ 0
ocon
Die Losung ist
Aa - Aa,l(g) + Aa,2(71)
T T
= A - — A —-).
an(t c) + Ao ot + c)

Die Losungen beschreiben Wellen in z-Richtung
bzw. in —z-Richtung. Thre Geschwindigkeit ist of-
fensichtlich c¢. Die Feldstédrken ergeben sich aus

E=-104 (es soll ¢ = 0 gelten) sowie H = V x A:

c ot
G lo@-x/) 04 1 04
o ot d(t—x/c) cd(t—x/c)
- 0A L.
H—V(t—x/c)xa(t_x/c)—an

Hier ist 7 die Ausbreitungsrichtung 7, und wir be-
trachten lediglich A, ; # 0. Wir sehen, dass H und
E senkrecht aufeinander und auf der Ausbreitungs-
richtung stehen *. AuBerdem gilt | H |=| E |.

4Wellen, deren Ebene senkrecht zu 7 steht, nennt man
transversal.

Betrachten wir noch den Energietransport. Aus
Gl. (2.45) folgt fiir den Poynting-Vektor

§= S 2= S %2 owi .
dT 4a
D.h., die Welle transportiert die Energiedichte W
mit Lichtgeschwindigkeit in Ausbreitungsrichtung.

Der Impuls des elektromagnetischen Feldes ist
S/c? pro Volumeneinheit (vgl. Gl. (1.18)).

’ Polarisation: ‘

Eine periodische, monochromatische elektroma-
gnetische Welle wird durch

A = Re{Aje~w(t==/e)} (4.3)

beschrieben. Offensichtlich ist (4.3) eine Losung
von Gl. (4.1). Die komplexe Schreibweise wéhlen
wir aus Bequemlichkeit. Gl. (4.3) beschreibt eine
Welle in z-Richtung. Allgemeiner wire

A = Re{Aye'(FT=wt)} (4.4)

Hier ist

]g:

o€

0 (4.5)

der sogenannte Wellenvektor. Mit der Hilfe der

194
c O(t—z/c)

und I? = i x E sehen wir leicht, dass fir A =
A’Oei(k-f’—wt)

oben hergeleiteten Beziehungen E =

E=ikA ud H=ikx A

gelten muf}. Dafl E und H hier komplex sind, stort
uns nicht, solange wir lineare Operationen betrach-
ten, die es uns jederzeit gestatten, den Realteil zu
extrahieren, d.h.,

E = Re{Eoei(E~F—wt)} — Re{g@i(E'F_Wt_a)} ]

Das Gleiche gilt natiirlich fiir H. Man beachte hier
die Wahl von « via
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E? = |E?|e % (4.6)
Mit E, = be folgt |E2| = b recll. Wir wihlen
1+ iba (b1, by reell) und erhalten daher

b2 = by — by® + 2iby - by , (4.7)
d.h. 51 ~52 = 0. Wir Wéihlgn Weite£ 51 = I;R entlang
der y-Achse und damit by = =4b; entlang der z-
Achse (in positiver oder negativer Richtung). Somit
folgt

E, = bRcos<E~f'7wtfa>

E, j:b;sin(E-F—wt—a) .

=+ unterscheidet die zwei moglichen Orientierungen
von by. Hier ist z die Ausbreitungsrichtung. Diese
Relationen erfiillen die Ellipsengleichung

E? E2
L +2Z=1. (4.8)
v, b2

An einem festen Raumpunkt zirkuliert der E-
Vektor also auf einer Ellipse senkrecht zur Ausbei-
tungsrichtung. Man spricht von elliptischer Pola-
risation. Fiir den Fall bgp = by geht diese iiber in
zirkulare Polarisation. Und fiir bg # 0,b; = 0 bzw.
br = 0,b; # 0 erhélt man lineare Polarisation.

Bemerkung: Ebenso wie A = /_l'oei(k":_“t) ist
natiirlich auch die Superposition derartiger Wel-
len mit unterschiedlicher Frequenz eine Losung der
Wellengleichung. Man kann somit das Vektorpoten-
zial bzw. die Feldstdrken als Fourier-Reihen anset-
zen.

4.2 Retardierte Potenziale

Oben hatten wir die Wellengleichung ausgehend
von 0 = OF™* /9z* hergeleitet. Diesmal wollen wir
die Quellen beibehalten und gehen daher von

5‘F“€7 dr
ozk ¢’
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aus (sieche Gl. (2.36)). Wiederum mit der Lorentz-
Eichung (6Ak/3x’“ = O) folgt

D?A!

A,
Oxpozk ¢ J

bzw.

L 1824 Armo
AA- 104 dm;

e T 4.
2 ot? ¢’ (4.9)
1 &%
(vgl. Gln. (3.57) und (3.2) fiir die entsprechenden

zeitunabhéngigen Félle).

Zunéchst bemerken wir, dass die Losungen fiir
die drei Komponenten von A sowie fiir ¢ formal
identisch sind. Wir betrachten daher nur Gl. (4.10).
Die Losung ist hier die Summe ¢ = ¢q + ¢;, wobei
o die allgemeine Losung der homogenen Differen-
tialgleichung (ohne Quellen) und @; eine spezielle
Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.
Wie wir durch Einsetzen zeigen werden (Aufgabe),
gilt

— %) 3./
d’r (4.11)

mit B = #— . Analog gilt fiir das Vektorpotenzial

2 _E
,L(f,t):l/“’"’; ) g

(4.12)

Die Gln. (4.11) und (4.12) werden als retardierte
Potenziale bezeichnet: D.h., ¢; (7,t) bzw. A; (7,t)
sind Funktionen der zeitlichen Verdnderungen
ihrer Quellen zu einer fritheren Zeit t — %. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Fernwirkung
ist die Lichtgeschwindigkeit c¢. Theoretisch koénnte
man auch die Riickwirkung von Quellen aufgrund
von Verdnderungen zu einem spéteren Zeitpunkt
t+ % betrachten. Man wiirde dann von avancierten

Potenzialen sprechen.

Liénard-Wiechert Potenziale:
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Abbildung 4.1: Eine Ladung auf der Bahnkurve
7(t). Das Feld der Ladung am Ort 7.(t) erreicht
den Punkt P zur Zeit t =t + R(t')/c.

Die Ladung e bewegt sich auf einer Bahnkurve
re(t) und wird vom Punkt P am Ort 7 beobachtet
(vgl. Abbildung 4.1). Unser Ziel ist die Berechnung
des Potenzials A® bzw. des Feldes dieser bewegten
Ladung am Ort P. Fiir eine bei 7 (¢') ruhende La-
dung gilt

]
I
(e}

ct—t) "

Beim Ubergang zu einem beliebigen Bezugssystem
gehen wir davon aus, dass das gesuchte Viererpo-
tenzial A’ nur von e, R* = (c(t —t'),7 — i) sowie
der Vierergeschwindigkeit der Ladung u* abhingen
kann. Der einzig sinnvolle Ausdruck, der sich dar-
aus konstruieren 1483t ist

A'=e——.
Rkuk

In dreidimensionaler Schreibweise heif3t dies

cdt
eCQ(t —tdt — (z — 2)dx — ...
e

C

L)@:AO =

g1

und

bzw.

(4.14)

4.3 Das Feld beliebig beweg-
ter Ladungen

Die Feldstéirken zu den Gln. (4.13) und (4.14) er-

halten wir aus E = —2%5 = 630 und H =V x A.

Vorab einige niitzliche Formeln: Die erste lautet

OR _OROY _ (ot \ot _ (O
ot _ or ot ‘\ar o ¢ at ) -
AuBlerdem gilt

OR _ 0ROV _ 15 O

ot _or ot RVt
und daher

- -1
at' 1_R~u7
ot Re '

Die Zweite lautet

o, loo  1[0R-., R
Vt' = —=VR(t) = - at/Vt+R

o

bzw.

—

R

Die Feldstéirken lassen sich jetzt mit etwas Fleif3
berechnen (siche Aufgabe). Das Ergebnis ist

E = (4.15)
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RO oy

¢ (tt) sina Rlt)=c (tt) \W (1)

o(t)

Abbildung 4.2: %kizze zum Zusammenhang zwi-
schen R(t') und R(¢) fiir den Fall @ = 0.

mit 7 = R/R und

H=fxE. (4.16)
Es gilt o = 0w/dt’. Die Zeit auf den rechten Seiten
von (4.15) und (4.16) ist immer ¢'.

Gl. (4.15) setzt sich aus zwei Beitrigen zu-
sammen. Fiir @ = 0 erhalten wir das Feld ei-
ner gleichférmig bewegten Ladung. Dieses Resultat
kennen wir schon. Es ist G1. (3.10)! Uberpriifen wir
dies: Anhand der Abbildung 4.2 sehen wir, dass

_R(t')

R(t') = R(t) + @ (t —t') = R(t) + @ (4.17)

gilt (mit W(t') = W(t) = &f). Durch Multiplikation
mit R(t') folgt

R2(t") = R(t) - R(t") + %R(t’)
bzw.
R(t) — 131?(25’) = R(t)cosa

=R(t)V1—sin®a.

Aus Abbildung 4.2 geht ferner hervor,
csina = wsin (¢) gilt und damit

dass

w? |
-3 sin? 0(t) .(4.18)

——— =R()

Wenn wir die Gln. (4.17) und (4.18) in Gl (4.15)
einsetzten, dann ergibt sich sofort Gl. (3.10) wie
behauptet. )

Wenn jedoch w # 0 gilt, dann liegt eine
beschleunigte Bewegung der Ladung vor. Die
beiden Beitrige unterscheiden sich zudem in ihrer
Reichweite. Der erste Term verschwindet mit R~2
withrend der Beschleunigungsbeitrag nur mit B!
verschwindet.

Dipolstrahlung: ‘

Wir betrachten die Gln. (4.15) und (4.16) im
Grenzfall R — oo und w << c¢. Die zweite Be-
dingung bedeutet, dass das Raumgebiet a in dem
sich die Ladung bewegt sehr viel kleiner ist als die
Wellenlénge A der elektromagnetischen Strahlung,
die wiederum durch eine periodische Bewegung der
Ladung erzeugt wird:

a ac
W — — .
T A
D.h.
w a
1>> —~—.
c A

Insbesondere gilt auch R >> a. Unter diesen Be-
dingungen lautet der fithrende Term von E:

Ewi(&?xﬁ)xﬁ.

Wir gehen jetzt davon aus, dass sich nicht eine
einzelne Ladung, sondern viele Ladungen im Gebiet
der Grofle a aufhalten, d.h., ewr — > e, w,. Das
Feld der gesamten Ladungsverteilung ist dann

= Lo o
ENCQRO(pxn)Xn.

(4.19)

Es gilt namlich

3 ity = g en(0) = g [ 7 =5
d ey = o d aT(t)) =55 [ pP(T)TdT =P

(p(T) =>_, e,6(T — 7,(t))). Hier ist 7, der Orts-
vektor der vten Ladung. Aulerdem haben wir R, =
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EO+FU = EO angenommen, wobei ﬁo der Abstands-
vektor vom Ursprung in der Ladungsverteilung zum
Betrachter ist.

Fiir H folgt aus Gl. (4.19)

—

H

~ X ). (4.20)

Wir erhalten fiir den Poynting-Vektor

= c = N
- “FExH
S B x
1 ~
= T aRe [(pxn)xn] x (P x 1)
1 o ~
= e |0 B) () ) < )]
°© ——
=0
1 Yo
= RS (P x 71)?7 . (4.21)

Gl. (4.21) zeigt, dass die Abstrahlung des Dipols
senkrecht zu p maximal ist. In Richtung der Dipo-
lachse dagegen ist die Abstrahlung Null.
Betrachten wir zum Abschluff die vom Dipol
pro Periode T abgestrahlte Leistung @ fiir p' =

Posin (w(t — Ry/c)):

T T
o / dtR,? / dfsin0S
0 0

1 T 2 " 3
= — [ dati* | dosin®0
o /0 5 /O sin

16 mp,2
3 A7

(4.22)

wobel w = 27 /T und ¢TI = X ist.

Strahlung schneller Ladungen: ‘

Wir diskutieren einige Spezialfille im Grenzfall
1 — % << 1. GemiB Gl. (4.15) gilt dann

bzw. gem#f Gl. (2.45) und Gl. (4.16)

= Cc

= EEQﬁ (4.23)
e [(Bx - D) ]
=~ 47rR263 (1_ ﬁ.ﬁ)6 n.

Der Term [...]? im Zihler kénnen wir mit der bac-
cab Regel bearbeiten und erhalten

Der Nenner in Gl. (4.23) wird besonders klein, wenn
die Beobachtungsrichtung 77 parallel zur Geschwin-
digkeit 0 ist. D.h., in Geschwindigkeitsrichtung ist
die Abstrahlung besonders grof3. Allerdings gibt es
Spezialfille, die genauere Betrachtung verlangen.
Einer dieser Spezialfille ist w || @ (Linearbe-
schleuniger). Hier sehen wir sofort aus Gl. (4.23)

€2 w?sin? 0

AmR?c? (1 — 2 cos 0)6

S~ it (4.25)
wobei 6 der Winkel zwischen 7% und @ ist. Man
beachte, dass | S| fiir @ = 0 verschwindet aber fiir
0 = w/2 maximal wird.

Ein zweiter Spezialfall ist @ L  (Ringbeschleu-
niger). Hier gilt

Man kann zeigen (Aufgabe), dass die Strahlung fiir
w — c stark in der Bahnebene konzentriert ist. Fiir
w — 0 dagegen ist das Verhiltnis von Intensitat in
der Ebene zu Intensitét senkrecht zur Ebene 1/2.

Bemerkung: Sowohl Gl. (4.25) als auch Gl. (4.26)
gelten auch bei nichtrelativistischen Geschwindig-
keiten fiir grofie R.



Kapitel 5

Elektro- und Magnetostatik der

Kontinua

5.1 Das elektrostatische Feld
im Dielektrikum

L Allgemein unterscheidet man Leiter und Nicht-
leiter (Dielektrika). Leiter unterscheiden sich von
Nichtleitern dadurch, dass in (homogenen) Leitern
jedes elektrische Feld eine Ladungsbewegung her-
vorruft. Insbesondere bedeutet dies, dass im stati-
schen Grenzfall das elektrische Feld in Leitern ver-
schwinden muf}. Daraus folgt weiter, dass sich alle
Ladungen im Leiter auf seiner Oberfliche befinden
miissen (wegen V- E = 47p). Dies wiederum haben
wir schon im Abschnitt 3.2 untersucht.

Im folgenden betrachten wir Nichtleiter, in de-
ren Inneren das elektrostatische Feld nicht ver-
schwinden muf}. Wir gehen dabei von der bisherigen
mikroskopischen Betrachtungsweise zur makrosko-
pischen Betrachtungsweise, dem Kontinuumlimes,
iiber, indem wir geeignet mitteln. Unter E verste-
hen wir ab jetzt nicht mehr das lokale Feld auf der
Léngenskala der Atome bzw. Molekiile des betrach-
teten Dielektrikums, sondern das sehr viel langsa-
mer variierende mittlere Feld, wobei sich die Mit-
telung auf makroskopisch immer noch kleine aber
mikroskopisch groe Volumenelemente bezieht 2. In
die Atome hineinzuschauen und die einzelnen La-
dungstriger wie Kern und Elektronen separat zu
betrachten, macht aufgrund der Quantennatur der

I1Der Klassiker zu diesem Abschnitt ist das Buch von
H. Frohlich (1958) Theory of Dielectrics, Oxford University
Press. Allerdings ist es ist nicht ganz einfach zu lesen.

?Denken wir beispielsweise an die elektromagnetische
Strahlung des Lichts. Bei ca. 500 nm oder 5000 A entspricht
eine Wellenlidnge typischerweise 1000 Molekiildurchmessern
bzw. einigen Tausend Atomdurchmessern.
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korrekten Materiebeschreibung auf dieser Skala kei-
nen Sinn. Erst wenn man Atome insgesamt, ggf.
auch Ionenriimpfe, oder etwa ganze Molekiile be-
trachtet, kann man langsam wieder mit klassischer
Elektrodynamik auskommen. Eine prézisere For-
mulierung dieser Aussage gibt das sogenannte Hell-
mann-Feynman Elektrostatik-Theorem, das Sie in
der Quantentheorie kennenlernen werden. Lose for-
muliert gibt dieses Theorem an, dass wenn die
Ladungsverteilung in Atomen bzw. Molekiilen be-
kannt ist, dann konnen die Kréfte aufgrund dieser
Ladungsverteilungen klassisch berechnet werden 2
4

Die erste entsprechend gemittelte Maxwellglei-
chung (im statischen Fall) ist

VxE=0 (5.1)
(vgl. Gl. (2.34)). Die Zweite ist
V- E =4n(p). (5.2)

3H. Hellmann war ein deutscher Chemiker, der dieses Re-
sultat in einem Lehrbuch (Finfihrung in die Quantenche-
mie, 1937) verdffentlichte. Feynman war ein 21jidhriger Stu-
dent als sein Paper Forces in Molecules, Phys. Rev. 56, 340,
1939 erschien.

4Feynman, Richard Phillips, amerikanischer Physiker,
*New York 11.5. 1918, tLos Angeles 15.2. 1988; verfasste
grundlegende Arbeiten zur Theorie der Suprafluiditit und
des fliissigen HeliumsII sowie zur Theorie des Betazerfalls.
Fiir Beitrage zur Quantenelektrodynamik erhielt er 1965
mit J.Schwinger und S.Tomonaga den Nobelpreis fiir Phy-
sik. Seine Lehrbiicher begriindeten eine neue Physikdidak-
tik. Literatur: Mehra, J.: The beat of a different drum. The
life and science of R.Feynman. Neuausgabe. Oxford 1994.
(©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG
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Hier gilt fiir ein insgesamt neutrales Dielektrikum

[wav o, (53)
wobel das Integrationsvolumen das Dielektrikum
umschliesst. Wir definieren (p) = —V - P und damit
lautet Gl. (5.2)

ﬁ~5=ﬁ-(ﬁ+4wﬁ)=o. (5.4)
P wird als Polarisationsvektor und D als elektrische
Verschiebung bzw. als elektrische Induktion be-
zeichnet. Man beachte, dass wegen 0 = — [(p)dV =
J V. PdV = ¢ P . df der Polarisationsvektor aus-
serhalb des Dielektrikums verschwindet. Im Dielek-
trikum ist P () dessen lokales Dipolmoment pro
Volumenelelement ®. Dies sieht man aus ¢

/F<p>dV:f/F(§~ﬁ) dv
:_ff(df.ﬁ)Jr/(ﬁﬁ)FdV.
S

=0 _p

Bemerkung: Wird dem Dielektrikum eine zusétz-
liche (externe) Ladungsdichte pe, hinzugefiigt, so
wird aus (5.4)

VD =47pey . (5.5)

Bemerkung: An der Grenzfliche zweier unter-
schiedlicher Dielektrika 7 (hier 1 und 2) gelten be-
stimmte Bedingungen. Der Stokesche Satz ange-
wandt auf Gl. (5.1) liefert

(El — Eg) x1n=0 y (56)
wobei 77 der Normaleneinheitsvektor an der Grenz-
flache ist. Der Gaufische Satz angewandt auf Gl.
(5.4) liefert

5Erst diese Beziehung zum Dipolmoment definiert P ein-
deutig, denn P> P+Vx fwiirde Gl. (5.4) ebenso erfiillen!

6vgl. Anhang

7aber gleiche Temperatur etc. Bei Kristallen miissen auch
die kristallographischen Richtungen in der Fliche konstant
sein.

(51 - 52) =0, (5.7)

Im Spezialfall wenn 2 fiir einen Leiter steht gilt

Eyxi=0 Dy - it = 470 | (5.8)

wobei o die Grenzflichenladungsdichte ist.

’ Die dielektrische Permeabilitét: ‘

Da E an (p) koppelt, sind auch E und D ver-
kniipft. Allgemein kann man ansetzen:

Do = €\ Es + €0} EsEy + ... (5.9)
Im folgenden wollen wir uns aber auf
D=¢E (5.10)

beschridnken (wobei wir (0) weglassen), d.h., auf
isotrope Medien und Félle, in denen das externe
Feld klein ist gegeniiber den inneren Feldern auf
der atomaren Skala. Die Grosse e ist die dielek-
trische Konstante bzw. dielektrische Permeabilitét.
Eine eng verwandte Grosse, die dielektrische Sus-
zeptibilitdt y folgt aus

. —1.
TR

szﬁ:

- (5.11)
Einige Werte fiir € sind € = 1.0005 (Luft), ¢ = 5-8
(Glas), e = 81 (Wasser). Man beachte, dass dies
Werte fiir die statische Dielektrizitatskonstante
sind. In oszillierenden Feldern ist e frequenz-
abhéngig (Dielektrische Spektroskopie).

’ Einige Beispiele: ‘

e Plattenkondensator mit Dielektrikum: Analog zur
Gl. (3.28) erhalten wir aus der Bedingung (5.8)

D = ¢E = 4non

und daher

= 12
4md (5.12)
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Die Kapazitit ist also um einen Faktor e grofler
als im Vakuum.

e Punktladung im dielektrischen Halbraum: Wir
betrachten die Situation in Abbildung 3.5 mit fol-
gender Modifikation: fiir z < 0 sei € = €2 und fiir
z > 0 sei € = €1. Wieder wollen wir das Potenzial
mithilfe der Bildladungsmethode berechnen. Dies-
mal haben wir statt (3.34)

e 1 e

A

(pz>0(f‘):g|7‘—»_7—,»€‘

im positiven Halbraum. Um die beiden Be-
dingungen (5.6) (E‘|1—E‘|2:0) und  (5.7)

(l_j 11— D 12 = O) zu erfiilllen, machen wir den
Ansatz

1 €
P2<0 () = P
€2 = 00 entspricht hier dem Fall der leitenden Ebe-
ne. Wir verwenden wieder ¥, = (0,0,a), 7or =
(0,0, —a) sowie 77 = (7, z). D.h. die Bedingungen
sind

1 _ Opo
Ot 1z=0 ot 1z2=0
und
¢ 8(,01 — (9(,02
Y0z im0 P02 im0
Eine einfache Rechnung liefert
ete =T e—e =¢"
€2
bzw.
/:61—626 e,,: 262 e
€1 + €2 €1+ €

Diese Losung erfiillt die Dirichletschen Rand-
bedingungen im Unendlichen (das Potenzial
verschwindet dort) und ist damit eindeutig.

e

Ee L
a

E—

Abbildung 5.1: Dielektrische Kugel mit Dielektri-
zitdtszahl € im homogenen dueren Feld Eéw). Der
Radius der Kugel sei R. Kurze durchgehende Pfei-
le in der Kugel illustrieren das geschwichte Feld
E;. Die kurzen gestrichelten Pfeile illustrieren das
Polarisationsfeld.

e Polarisation einer Kugel im homogenen Feld

E&O"); Die Situation ist in Abbildung 5.1 skizziert.
Fiir das Potenzial des dufleren Feldes setzen wir an:

Yo = —F, z—i——rg .

Der zweite Term ist der Beitrag des induzierten
Dipolmoments in z-Richtung (vgl. (3.20), der fiir
grofie r verschwindet und dort das Feld E\ iibrig
1a8t. Fiir das Potenzial ¢; im Inneren der Kugel
setzen wir an:

Qi = —EZ‘Z .

Wir berechnen F; und p, aus den Randbedingun-
gen an der Kugeloberfliche:

B 6890,; _ _3<pa
87’ r=R 87“ r=R
bzw.
0p; _ Opa
89 r=R - 89 r=R '
Wir erhalten
2p p
. — (o) z R A1) N
EEZ = ano + ﬁ E’L = ano R3
bzw.
= 3 g, =" lpspeo
e+2¢ €+ 2 e
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Wir sehen, dass F; gegeniiber dem dufleren Fernfeld
EP® um p./R? reduziert ist. Aufgrund von j =

fVK . PdV koénnen wir aulerdem schreiben
wge

(5.13)

e Kugelformiger Hohlraum im homogenen Dielek-
trikum: Dies ist das zur dielektrischen Kugel im
homogenen Feld komplementire Problem 8. Wir
verwenden den gleichen Ansatz, wobei diesmal im
Hohlraum ¢ = 1 und auflerhalb ¢ > 1. Somit sind
hier die Gleichungen fiir die Randbedingungen die-
selben wie zuvor aber mit € — %

Wir sind speziell an der Polarisationsladungs-
dichte interessiert, die sich an der Oberflache des
Hohlraums aufbaut. Aus V- P = —{ppor) folgt mit-
hilfe des Gauflschen Satzes

(]B;_ﬁa)'ﬁ:_gpola

wobei 7 in den Hohlraum hinein zeigt. Mit P, =
XzE = —sz% und P, Xa,E = —Xanoa folgt

0
Tpol XG,E( — E)7rcosf (5.14)
l/eleEgoo)cosﬁ)
1/€+2 T2 r=R
0 3
v (0)
Xlé)r( /et 2ta TCOSQ) R
13(e—1)
—— 2 R cosh 5.15
47 1+2¢ ¢ cosv ( )
mit y = 64_1 .

e Fingebettete kugelformige Dielektrika: Wir be-
trachten ein unendliches, homogenes Dielektrikum
mit der statischen Dielektrizitiatszahl €,. In diesem
Dielektrikum eingebettet sei eine dielektrische Ku-
gel mit der Dielektrizitiatszahl €;. Der Kugelradius
sei R.

Wir wollen das elektrische Feld aufgrund der fol-
genden drei Quellen berechnen:

8 Allerdings ist hier das Vorzeichen der Oberfliichenladun-
gen gerade umgekehrt wie in Abbildung 5.1 (warum?).

(a) Es existiert ein konstantes Feld B (in z-
Richtung) in einem grofien Abstand von der Kugel
9

(b) Ein Punktdipol § (in z-Richtung) befindet sich
im Zentrum der Kugel.

(¢) Ein ausgedehnter Dipol p. (in z-Richtung) auf-
grund einer homogen polarisierten Kugel mit Ra-
dius R,

N AT o =
DPe = ?RSPC )

wobei ]3C die Polarisation ist, fiillt den Hohlraum.
Es ergeben sich folgende Bedingungen:

(a) B, = E baw. ¢ = —E)r cos 0 fiir r > R.
(b) ¢ *fiCObeurr%()

(¢) D; = ¢;E; + 4P, fir r < Rund D, = €, E, fiir
r> R.

Alle drei Félle konnen gleichzeitig behandelt wer-
den, da die Winkelabhéngigkeit des Potenzials die
gleiche ist. Generell wiirde man ¢ in Kugelfldchen-
funktionen entwickeln '°. Hier jedoch gibt es auf-
grund der Bedingungen lediglich Terme linear in
cos . Die allgemeine Losung lautet daher

. A
p(F)=— <73+Br> cosf .

Die Konstanten A und B sind innen (A4; , B;) und
auflen (A4,, B,) verschieden und miissen aus den
Randbedingungen bestimmt werden. Immer noch
in allen drei Féllen gilt somit

i () = ( — B; r) cos 6 (r<R)

q (T) = — (% + EC(LOO)T) cos (r>R)
Aus der Bedingung

a@i _ 3%
90 lr=r 00

9Dieses Beispiel hatten wir oben schon fiir €, = 1 disku-
tiert.

10siehe Kapitel 3 in Referenz [3]; fiir Probleme mit axialer
Symmeterie gilt allgemein

oo
o= Z (Alrl + Blr’(Hl)) Py(cosb) .
=0
Die Pj(x) sind die Legendre-Polynome.
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(vgl. Gl (5.6)) erhalten wir zunéchst

P o | poo)
— B, = — + E). 5.16
AufBlerdem muss gelten
a(pl 89011
—e k| AP = —ey ot
¢ or lr=R tam ¢ or lr=R

(vgl. GL (5.7)). Und daraus folgt

p Aq o
205 + @B+ 4mPe = —2¢0 55 + € B . (5.17)

Aus den Gln. (5.16) und (5.17) erhalten wir schlief3-
lich

ﬁ _ fa—¢ () _ 3 s 4P,
R3 2, +¢ ¢ 2€q + 6 B3 264 + ¢
und
= B peo) 2 -6 p ATP
2¢, + €; € 26, + € B3 2€, + €

Damit ist das Problem in allen drei Féllen gelost,
die wir aber kurz getrennt kommentieren wollen:
(a) Es gilt =0 und P. = 0 und daher

_ai _ 36a E—;(OO)
2, +¢ ¢
bzw
Fo— o), fa € 36—2—3£E(°°)
a T 2€, + € [7'3 ZT5] @

Wir erhalten Ubereinstimmung (bzgl. E;) mit un-

serem vorherigen Resultat fiir ¢, = € und ¢, = 1.
(b) In diesem Fall beschreibt der Koeffizient B;

den Unterschied zu einem reinen Dipolterm, d. h.,

P 2 €—€6 p
== =
R € 2, + € R3 °

(5.18)

ist das sogenannte Reaktionsfeld des Dielektrikums
auf den Punktdipol.

(¢) Zunichst betrachten wir die Kugel im Vaku-
um, d. h., ¢, = ¢, = 1. In diesem Fall ist B; das
sogenannte Selbst-Feld der Kugel:

-, 4T = Pe
Ese S :_7Pc:_7r-

lbst 3 R
Wenn wir nun die Kugel mit einem Dielektrikum
(€q) umgeben, dann ist B; — Egepst das Reaktions-
feld im Fall ¢; = 1:

(5.19)

7 AP, Am g 2Aea— 1) P

B 72,4137 2,41 R
’Arten der Polarisation: ‘
Oben wurde P als (lokales) Dipolmoment

des Dielektrikums pro Volumenelement (bzw.
Einheitsvolumen) bezeichnet. Neben dem Fall
des konstanten bzw. festen Dipolmoments gibt
es verschiedene Maoglichkeiten Dipolmomente zu
induzieren:

Verschiebungspolarisation (a) Das Feld E ver-
schiebt die (Valenz-)Elektronen relativ zu den
Tonenriimpfen, die entweder als fest betrachtet
werden oder wesentlich triger sind (dynamisches
Phénomen!). (b) Das induzierte Dipolmoment
entsteht durch eine Verschiebung positiver Ionen
relativ zu negativen Ionen. Man bezeichnet (a) als
Elektronenpolarisation und (b) als Ionenpolarisa-
tion.

Orientierungspolarisation bezeichnet die vom Feld
induzierte Drehung bzw. Orientierung polarer
Molekiile, wie HoO, HC1 oder CO, die ein signifi-
kantes permanentes Dipolmoment besitzen.

Experimentelle Verfahren zur Unterscheidung der
verschiedenen Polarisationen beruhen in der Regel
auf deren unterschiedlichen typischen Zeitskalen
(Relaxationszeiten).

’ Clausius-Mossottische Gleichung;:

Hauptséchlich in der physikalischen Chemie
stoBt man haufig auf die Beziehung

ﬁpol = CkElOk . (520)
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Hier ist Elok das lokale Feld am Ort eines Atoms
oder Molekiils in einem Medium !'. Die Groe
Dpot ist das durch Elok in dem Atom oder in dem
Molekiil induzierte Dipolmoment. Die Proportiona-
litdtskonstante a, die im allgemeinen Fall wieder ei-
ne tensorielle Grofle ist (!); heifit (isotrope) atoma-
re oder (isotrope) molekulare Polarisierbarkeit. Die
Gl. (5.20) erlaubt es, unter noch zu diskutierenden
Bedingungen, die mikroskopische Grofle Polarisier-
barkeit mit der makroskopischen Groéfle Dielektri-
zitétszahl eines Mediums zu verbinden. Dazu gehen
wir wie folgt vor.

Ein Volumen sei angefiillt mit Molekiilen,
die kein permanentes Dipolmoment besitzen.
Grundsétzlich soll in unserem Medium ein mittle-
res makroskopisches Feld E herrschen, so wie es zu
Beginn des Abschnitts 5.1 eingefiihrt wurde. Die-
ses mittlere makroskoplsche Feld ist iiber die Be-
ziehung (5.11), also P = =(e— 1)E, mit der Po-
laristion verkniipft. Andererseits gilt lokal bezogen
auf unser Zentralmolekiil

P = pﬁpol = apElok s (521)
wobei p in diesem Fall die Anzahldichte der Mo-
lekiile im Dielektrikum ist. Hier wird das gleiche P
einmal vom makroskopischen Standpunkt aus be-
trachtet (in Gl. (5.11)) und einmal vom mikrosko-
pischen Standpunkt aus (in Gl. (5.21))!

Um « durch € bzw. umgekehrt ausdriicken zu
konnen, bendtigen wir eine zusétzliche Verbindung
zwischen Elok und E. Dazu greifen wir ein einzel-
nes Referenzmolekiil heraus und nehmen an, dass
sich dieses Molekiil in einem effektiven kugelférmi-
gen Kéfig oder Hohlraum gebildet durch die umge-
benden Molekiile befindet. Weiter nehmen wir an,
dass die umgebenden Molekiile zu einem homoge-
nen Dielektrikum verschmelzen. Damit entspricht
diese Situation dem oben diskutierten Fall eines
kugelférmigen Hohlraums in einem homogenen Di-
elektrikum.

An dieser Stelle gibt es zwei Fortsetzungen. Die
Erste, die sich hédufig in den Lehrbiichern findet,
ist mehr intuitiver Natur. Sie verkniipft das lokale
Feld mit dem mittleren makroskopischen Feld mit-
tels der Beziehung

HDer Einfachheit halber gehen wir hier von nur einer ein-
zigen Sorte Atome bzw. Molekiile aus.

Elok = E + Epol . (522)
Hier ist Epoz ein Feld im Zentrum des Hohl-
raums aufgrund der Polarisationsladungsverteilung
an dessen Rand. Fiir E,, gilt daher

= Opordf o df .
Epor = pR12 f = - pRl2 cos? 6¢,
4 0
=3 e, (5.23)

wobei d f zum Kugelzentrum gerichtet ist. Hier ist

I(m)l der richtungsunabhéngige Teil von o,y (vgl.

oben) und €, ist ein Einheitsvektor in z-Richtung.
Gleichzeitig ist das Dipolmoment der Ladungsver-
teilung 0,01 gegeben durch

sin 6 cos ¢ A
Ppol = R / Opol | sinfsing | df = ?R%@)
cos 6 ~
=p
und daher
. A7~
Epot = %P : (5.24)

wobei P wieder die gleiche Polarisation wie oben
sein soll! Es ist auch wichtig zu bemerken, dass bei
dieser Ableitung lediglich die Symmetrie des Pro-
blems eingegangen ist. Insbesondere ist o,y aus
Gl. (5.14) abgeleitet fiir einen leeren Hohlraum
nicht explizit verwendet worden. Nur die Win-
kelabhéngigkeit, die im Fall des besetzten Hohl-
raums die gleiche ist, ist eingegangen.

Die Kombination der Gln. (5.11), (5.21), (5.22)
und (5.24) liefert sofort

3 e—1
Cdmpe+2°

(5.25)
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Dies ist die Clausius-Mossottische Gleichung 2 3.

Die zweite alternative Fortsetzung berechnet
Ejoi direkt aus den obigen Approximationen. D.h.,
Elok ist das Feld am Ort des zentralen Punktdipols
im kugelférmigen Hohlraum gegeben durch

3€

o = E + g 5.2
lok = 577 ~+ 9Dpol (5.26)
mit
2 e—1
= —"—" 2
9= R32%c+1 (5.27)

Dies entspricht dem Resultat, das wir im Beispiel
FEingebettete kugelformige Dielektrika fir E; erhal-
ten haben (mit €; = 1, Seite 41). Die Kombination
der Gln. (5.11), (5.21) und (5.26) liefert wiederum
die Clausius-Mossottische Gleichung!

Eine Grundvoraussetzung fiir diese Identitét
der Ergebnisse ist die Gleichheit der Polarisa-
tion P in GL (5.21) verglichen mit P in den
Gln. (5.11) und (5.24). Generell setzt sich P
aus verschiedenen, oben aufgelisteten, Beitrigen
(wie Verschiebungs- oder Orientierungspolarisati-
on) zusammen, die durch unterschiedliche Zeitska-
len charakterisiert sind. Gl. (5.20) beriicksichtigt
die (hochfrequenten) elektronischen Verschiebun-
gen, und wir haben in unser Betrachtung bisher an-
genommen, dass nur dieser Beitrag fiir das gesamm-
te P verantwortlich ist. Dementsprechend wird die
Clausius-Mossottische Gleichung oft auch als

3 € —1
o=— .
AT €oo + 2

(5.28)

geschrieben. Hier ist €., der Hochfrequenzgrenz-
fall der Dielektrizitdtszahl. Die Wurzel aus dieser
Grosse ist der Brechungsindex (vgl. Abschnitt 6.3).

12Clausius, Rudolf Julius Emanuel, Physiker, *Koslin
(heute Koszalin) 2.1. 1822, t{Bonn 24.8. 1888; Mitbegriinder
der mechanischen Wiarmetheorie; formulierte den 2. Haupt-
satz der Warmetheorie und fithrte den Begriff der Entropie
ein. (©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus
AG

13Mossotti, Ottaviano-Fabrizio, 1791-1863, war ein Italie-
nischer Physiker, der augrund seiner liberalen Ideen ins Exil
gehen mufite. Er unterichtete Astronomie und Physik an der
Universitdt von Buenos Aires. Sein Name ist verbunden mit
einem speziellen astronomischen Linsentyp sowie mit der
Clausius-Mossotti Gleichung. Quelle: www.wikipedia.org

Jetzt wollen wir den Molekiilen zusétzlich ein
permanentes Dipolmoment p und freie Orientier-
barkeit verleihen. Treu dem bisherigen Vorgehen
ersetzen wir Gl. (5.20) durch den Ansatz

ﬁpol + <ﬁ> = (a + a/) Elok .

Hier ist (p) = p(cos 0)&, der zeitliche Mittelwert des
permanten Dipolmomentes bezogen auf die Rich-
tung von Ejo (|| €,). Diese Bezichung setzt nihe-
rungsweise voraus, dass der permanente Dipol in
einem mittleren Feld Elok thermische Richtungsf-
luktuationen um die durch Elok definierte Vorzugs-
richtung ausfiihrt. Der Mittelwert (cos ) berechnet
sich dann gem&f

[ dS2 cos PP Eror
fdQeBﬁ'Elok

(cos @) =

Hier ist 8 = (k:BT)_1 und 7 Ejor = pE . cosf. T
die Temperatur, kp ist die sogenannte Boltzmann-
Konstante, und df ist 27 sin 0d# '*. Die Losung des
Integrals lautet

{cos ) = L () mit x = BpEiok ,
wobei
L (x) = cothz — 1 =2
o x 3

die Langevin-Funktion '® ist. Fiir geniigend hohe
Temperaturen gilt also

’ p2

& T SkaT

14 (cos B) ist ein Mittelwert im kanonischen Ensemble der
statistischen Mechanik. Siehe z. B. R. Hentschke (2004) Sta-
tistische Mechanik Wiley-VCH (Abschnitt 6.1).

5Langevin, Paul, franzésischer Physiker, *Paris 23.1.
1872, ebenda 19.12. 1946; formulierte die erste atoma-
re Theorie fiir Paramagnetismus (Verallgemeinerung des
curieschen Gesetzes) und Diamagnetismus; Arbeiten zur
brownschen Molekularbewegung und kinetischen Gastheo-
rie. (©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus
AG
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Ersetzen von « in Gl. (5.25) durch o + o liefert
die Debyesche Gleichung '6:

p? 3 e—1
3kpT  4mpe+2°

o+

Diese Gleichung beinhaltet einen zusétzliche Bei-
trag der Orientierungspolarisation. Dieser ver-
schwindet mit zunehmender Temperatur. Aus ei-
ner Auftragung der (gemessenen) rechten Seite der
Debyeschen Gleichung gegen (SkBT)_l kann man
prinzipiell p und « direkt bestimmen. Allerdings
liefert diese Methode nur fiir Gase bei geringen
Driicken, jedoch nicht fiir Fliissigkeiten brauchbare
Ergebnisse 7.

Auch hier kann geméfl der zweiten alternativen
Fortsetzung vorgegangen werden. Das FErgebnis
ist diesmal aber nicht wieder die Debyesche
Gleichung. Die Details dieser Rechnung, die von
Onsager durchgefithrt wurde '® '° und eine
Diskussion des FErgebnisses sowie verschiedene

16Debye, Peter Josephus Wilhelmus, niederlindischer
Physiker und Physikochemiker, seit 1946 amerikanischer
Staatsbiirger, *Maastricht 24.3. 1884, tIthaca (New York)
2.11. 1966; formulierte u.a. 1912 eine Theorie zur Erkldrung
der spezifischen Wirmekapazitét von Festkérpern (Debye-
Theorie) und klirte die Temperaturabhéngigkeit der Dielek-
trizitdtskonstante; erhielt 1936 den Nobelpreis fiir Chemie.
(©2000 Bibliographisches Institut & F. A. Brockhaus AG

"Dies ist nicht grundsitzlich der Fall. Im Lehrbuch von
P. W. Atkins, Physikalische Chemie (VCH, 1990) findet
man im Beispiel 24-2 (Seite 594) eine Auftragung fiir Cam-
pher, ein itherisches Ol, die der Debyeschen Gleichung sehr
schon gehorcht. Man kann sich dies dadurch klar machen, in-
dem man die Langevin-Funktion entwickelt und die fithren-
de Korrektur zur Debyeschen Gleichung betrachtet. Diese
spielt dann keine Rolle, wenn %(%)2 < 1 gilt. Wenn
wir Ejo in grober Ndherung als unabhéngig von der Tem-
peratur ansehen, dann kann durch einfache Dimensionsana-
lyse Efok o p2p gefolgert werden, wobei p die Anzahldichte
der Molekiile im Volumen ist. Damit ergibt sich unter Ver-
nachlédssigung von numerischen Faktoren (k"l;—zT)2 p <L 1. Fur
Campher ist die Grofle auf der linken Seite ungefahr 0.03
bei T' = 300K wihrend sich fiir Wasser ungefahr 7.7 ergibt!
Es kommt also entscheidend auf die Gréfle des Molekiils im
Verhiltnis zu seinem Dipolmoment an.

181,. Onsager (1936) Electric moments of molecules in li-
quids J. Am. Chem. Soc. 58, 1486.

190nsager, Lars, amerikanischer Physikochemiker norwe-
gischer Herkunft, *Oslo 27.11. 1903, tCoral Gables (Flori-
da) 5.10. 1976; arbeitete iiber die Leitfihigkeit von Losun-
gen, iiber Elektrolyte, Thermodynamik und statistische Me-
chanik; stellte eine Theorie zur Isotopentrennung auf. Fur
Untersuchungen zur Thermodynamik irreversibler Prozesse
erhielt er 1968 den Nobelpreis fiir Chemie. (©2000 Biblio-
graphisches Institut & F. A. Brockhaus AG

oe

Abbildung 5.2: Ein Leiter befindet sich im Dielek-
trikum und seine Ladung wird durch Heranfithren
von de aus dem Unendlichen vergrofiert.

Erweiterungen findet man im angegebenen Buch
von Frohlich (Kapitel 11, §6).

Energie einer Ladungsverteilung im Dielektrikum

Wir betrachten die Situation in Abbildung 5.2.
Die Arbeit, die geleistet werden muss, um die La-
dung e auf dem Leiter zu vergréfern, ist

dw = pde .

Hier wird die Ladung aus dem Unendlichen (¢ = 0)
herangefiihrt. Geméf Gl. (5.8) gilt

1 L
=—— ¢ D-df.
¢ 4777{ !

Man beachte, dass d f hier in den Leiter hinein ge-
richtet ist. Damit folgt

1 I .
5w_—ﬂf<pw.df_—ﬂ/v-(wsp)dv,

wobei sich das Volumenintegral iiber das gesamte
Gebiet aulerhalb des Leiters erstreckt. Wir schrei-
ben weiter

v (@D) = oV 0D+6D Vo= —E-6D
=0

und erhalten

(5.29)
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bzw. fiir die gesamte Energie U = Y dw des Feldes
im Dielektrikum

E-D
U= | —=dV.

- (5.30)

Der zusitzliche Faktor 1/2 ergibt sich aus der

angenommenen linearen Beziehung zwischen FE
und D (vgl. Gl. (5.10)), d.h., E- 6D = %5(E - D).

Ein dielektrisches Objekt im externen E-Feld:

Wenn ein dielektrisches Objekt in ein elektri-
sches Feld, dessen Quellen als fest angenommen
werden, eingebracht wird, dndert dies die Energie
des Gesamtsystems. Wir wollen diese Energieéinde-
rung berechnen. Dazu gehen wir von der urspriing-
lichen elektrostatischen Energie

1 [~ =
Uoz—/E(yDodV
8w

aus. Das Objekt soll ein Volumen V; und darin eine
Dielektrizititszahl e€; besitzen. Auflerhalb ist diese
€o. Die Energiedifferenz ist dann

1
U=_—

= (Eﬁfﬁo-ﬁo)dv,
8

wobei der erste Term die Situation nach Einbrin-
gen des Objektes beschreibt. Mit viel Voraussicht
schreiben wir

1

8m
+8%/(E+Eo)-(ﬁ—ﬁo)dv,

denn das zweite Integral verschwindet. Es gilt
némlich V x (E + EO) = 0 und daher E + EO =

U = (E-Do—ﬁ-ﬁo)dv

fﬁgp. FEinsetzen nebst partieller Integration liefert
éfgoﬁ'(5750>d\/:0,da6~(571—)’0) —0.
Die Dichte der Quellen soll ja konstant sein. Somit
folgt

U = — (E-ﬁo—f)- (5.31)

_ 1/%(5.505.50)(11/

= - —e) E - EodV .
_ 8T Vl(q <) 0

Wenn jetzt ey die Dielektrizitatszahl das Vakuum
ist, also ¢p = 1, dann folgt mit Gl. (5.11)

U= ﬂ/ P-EydV . (5.32)
Vi

2

Dies ist das zu Gl. (3.65) analoge Resultat. Der
Faktor 1/2 resultiert hier aus der Polarisierbarkeit
des ins Feld eingebrachten Objekts. Die Gln. (5.31)
und (5.32) zeigen auch, dass ein dielektrischer
Korper die Tendenz hat, sich in Richtung groferer
elektrischer Feldstirke zu bewegen (vorausgesetzt
€1 > €o!). Betrachten wir ein Beispiel.

e Punktdipol im Zentrum eines kugelférmigen
Hohlraums (¢; = 1) mit Radius R eingebettet in
ein homogenes unendliches Dielektrikum (e, ): Hier
ist Eo das Feld des Dipols

= - 0
oo ().
r
Dagegen beschreibt P die Polarisation des Dielek-
trikums aufgrund von Ejy, d. h.

- € — 1o
P=- Vg, .
4 v
Hier ist
Ya=—"3 cos
mit
3
A, =— .
%, +17

Die Form von ¢, entnehmen wir dem obigen Bei-
spiel auf Seite 40. Insgesamt erhalten wir fiir Ande-
rung der potenziellen Energie des Systems durch
Einbettung des Dipols in das Dielektrikum:
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U:—i €, — 1
8m 26, + 1

_cosf>
P> / d>r (V 5 > .
D T
Das Integrationsvolumen ist der Auflenraum der
Kugel (also das Dielektrikum). Mit

~cosf\? A e, 2\ 2
V) o= (V5) = (5

1
= —6(1 —6cos0@&, - 749 cos> 0)
T N~~~
=cos 0

1+ 3cos? 9)

o

folgt

/Dd3r(...)2

oo 1 T
= 27r/ dr—4/ d&sin@(l + 3cos? 0)
R ™ Jo
_ s
~ 3R3°
D. h. wir erhalten
€a —1 p?

U=t im (5.33)

Dieses Ergebnis geht auf Lars Onsager zuriick. Eine
Anwendung ist die Loslichkeit polarer Molekiile in
einer Fliissigkeit. Wir werden diesen Punkt in Auf-
gabe 27 wieder aufgreifen (allerdings fiir Monopole
(Tonen)).

5.2 Das magnetostatische
Feld im Medium

Das zeitunabhingige Magnetfeld in Medien wird
durch Mittelung aus den Gln. (2.35) und (2.38) er-
halten:

(5.34)

(5.35)

Hier ist B die mittlere magnetische Feldstérke bzw.
die magnetische Induktion. Fiir Nichtleiter, d.h. Di-
elektrika, gilt

/<p17>'df:07

wobei das Integral iiber irgendeinen Koérperquer-
schnitt verlduft, wihrend fiir Leiter # 0 gelten
kann. Wir gehen zunéchst von (5.36) aus und defi-
nieren

(5.36)

(pt) = eV x M . (5.37)

Die GréBe M wird als Magnetisierung bezeichnet.
In Analogie zu Gl. (5.4) definieren wir weiter

— — —

B=H+4rxM | (5.38)

dh.,

VxH=0. (5.39)

Man beachte allerdings, dass B und nicht etwa H
die mittlere Feldstérke ist!

Welches ist die physikalische Bedeutung von M?
Wir gehen von Gl. (3.62) fiir das magnetische Mo-
ment im Vakuum aus, d.h.,

1
2c

(7 x (p)) dV = %/ [fx (6 xM)} dv .

Das Integral kann wie folgt umgeformt werden:

/Fx(ﬁxM)dV: ffx(dfx]\_j)
—/(Mxﬁ)xfdv

(Aufgabe). Das Flichenintegral verschwindet an

der Korperoberfliche, da dort p = 0 gilt. Der zwei-
te Integrand ergibt 2°

20Nebenrechnung:

€ijk€jlm M1Omry

(—0510km + SimOk1) MiOmry
= —MiajTj + MjaiT‘j

= [_M (677)]2 + [M]z

[(]\Zxﬁ)xr‘], =

(3
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(Mxﬁ)xf’z—]ﬁ(ﬁ-?)—l—]\]:—QM.

Daraus folgt

1 -
%/FX (p0)dV = /MdV. (5.40)
D.h., M ist das magnetische Moment pro Volumen-
einheit.

Analog der Beziehung l_? = eE: im elektrostati-
schen Fall verbinden wir H und B durch

B =puH , (5.41)
wobei p die magnetische Permeabilitat ist. Die Gl.
(5.41) setzt wieder nicht zu grofie Feldstdrken sowie
ein isotropes Medium voraus.

Ebenfalls analog zum elektrostatischen Fall defi-
nieren wir iiber

. . 1.
M=yH=F2""F4

- (5.42)

die magnetische Suszeptibilitit y.

Bemerkung: Wahrend fiir alle Korper € > 1 gilt,
gilt hier g > 0 (siehe §30 in Referenz [2]). Aufler-
dem ist die magnetische Suszeptibilitéit in der Regel
sehr viel kleiner als die dielektrische Suszeptibilitét.

Man unterscheidet -

Paramagnetismus (p > 1): Die Atome oder
Molekiile dieser Substanzen haben ein eigenes
magnetisches Moment. Ein &ufleres Magnetfeld
fithrt zur temperaturabhéngigen Ausrichtung. Hier
ist die Suszeptibilitdt als Funktion der Temperatur
durch das Curie-Gesetz gegeben:

xoc T, (5.43)

Ferromagnetismus (p > 1): Innerhalb mikroskopi-
scher Bereiche sind die atomaren bzw. molekularen
Momente vollstindig ausgerichtet (Séttigungsma-
gnetisierung). Die Richtungsverteilung dieser Be-
reiche (Weiflsche Bezirke) ist allerdings isotrop.

Hier fiihrt ein dufleres Magnetfeld zur Ausrichtung
(Umklappen) der Bereiche als Ganzes. Das zu Gl.
(5.43) analoge Gesetz lautet

x o< |T —T.|77, (5.44)
wobei v = 1 ist (Curie-Weifl Gesetz) ?1. T, heifit
dann Curie-Temperatur (Fe: T, = 774°C; Ni: T, =
372°C). Die Relation (5.44) gilt eigentlich fiir hohe
Temperaturen oberhalb T.. Sie gilt aber auch in
der unmittelbaren Umgebung von T, wobei jedoch
v # 1 ist.

Dazu einige Erlauterungen: Wir betrachten die
Abbildung 5.3 (a), die den einfachsten Fall il-
lustriert. Dargestellt ist die Magnetisierung in
Feldrichtung aufgetragen als Funktion der H-
Feldstédrke. Der Wechsel von positiven zu negati-
ven Werten bedeutet die Richtungsumkehr der Ma-
gnetisierung bzw. des Feldes. In einem Bereich um
den Ursprung ist die Beziehung zwischen M und H
linear. Dort ist die magnetische Suszeptibilitéit un-
abhéngig von H. Dies ist der Bereich, der eigentlich
von Gl. (5.42) beschrieben wird. Auerhalb dieses
Bereiches strebt die Kurve gegen die Sittigungs-
magnetisierung. Sie weicht vom linearen Verhalten
ab. In Experimenten, in denen H zwischen groflen
positiven und groflen negativen Werten kontinu-
ierlich hin und her variiert wird, beobachtet man
in der Regel Hystereseschleifen. Dies ist in Abbil-
dung 5.3 (b) dargestellt. Die Hystereseschleife ent-
spricht metastabilen Zustdnden des Probenmateri-
als. D.h., wiirde man unendlich langsam (man sagt:
im Gleichgewicht) den gezeigten Pfad durchlaufen
konnen, dann ergébe sich ein Bild wie in (a). Je
nach Ausprigung der Schleife spricht man von ma-
gnetisch weicheren oder harteren Materialien.

Um die Relation (5.44) zu verstehen, muss man
zur Definition der Suszeptibilitdt in der Gleichge-
wichtsthermodynamik iibergehen:

oM

X=oH T, H=0

21Curie, Pierre, franzosischer Physiker, *Paris 15.5. 1859,
tebenda 19.4. 1906; seit 1904 Professor an der Sorbonne.
Curie entdeckte 1880 die Piezoelektrizitiat der Kristalle und
mit seiner Frau 1898 die radioaktiven Elemente Polonium
und Radium. Mit ihr und A.H. Becquerel erhielt er 1903 den
Nobelpreis fiir Physik. (©2000 Bibliographisches Institut &
F. A. Brockhaus AG
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€Y M (b) TM

remanente
Magnetisierung

H \>< H
Koerzitivkraft

M
T<Te
(C) /
T=T,
K>T€

H

L

Abbildung 5.3: (a) Magnetisierung M aufgetragen
gegen H-Feldstéirke. (b) Wird das Feld variert so
durchlduft man in der Regel Hystereseschleifen. Die
Restmagnetisieung bei H = 0 nennt man Rema-
nenz. (c) Gleichgewichtsmagnetisierung aufgetra-
gen gegen H fiir Temperaturen T > T, T = T,
und T < T,. Die Geraden zeigen die Steigungen an
den entsprechenden Punkten.

Im angesprochenen linearen Bereich ist dies
mit Gl. (5.42) gleichbedeutend. Das Curie-Weif
Gesetz wird jetzt jedoch durch Abbildung 5.3
(c) verstidndlich. Bei hohen Temperaturen (hier
T > T,.) erhalten wir ein Bild wie im Teil (a) der
Abbildung. Kiihlen wir die Probe ab und nihern
uns T, so wird die Steigung der Magnetisierungs-
kurve immer grofler. Bei T' = T, ist sie unendlich.
Dies entspricht der Divergenz in der Relation
(5.44). Fir T < T, &ndert sich das Verhalten der
Magnetisierung qualitativ. Dort macht M einen
Sprung bei H = 0. Dieser Sprung entspricht einem
Phaseniibergang 1. Ordnung. Das Verhalten von
M fir T — T, und H — 0 dagegen bezeichnet
man als Phaseniibergang 2. Ordnung. Der Index
¢ hat iibrigens nicht mit Curie zu tun, sondern
steht fiir critical, also kritisch. Das Verhalten von
Systemen nahe ihrer kritischen Temperatur wird
als kritische Ph&nomene bezeichnet. Die Erklarung
des sogenannten kritischen Verhaltens gehort zu
den groflen Erfolgen der Physik in den vergangenen
40 Jahren.

Diamagnetismus (. < 1): Hier ist M antiparallel
zu H. Man kann dies erkliren durch die Induktion
von Wirbelstromen in den Atomen, die dann dem
Feld H entgegengesetzt sind (vgl. unten). Dadurch
ist der Diamagnetismus temperaturunabhéngig.

Bemerkung: Analog zu den Gln. (5.6) und (5.7)
gilt hier

(ﬁl . ﬁQ) xi=0 (5.45)

und

(él - Eg) =0, (5.46)
Hier zeigt 7 in das Gebiet 2.

Was aber passiert mit der Tangentialkomponente
von B? Dazu integrieren wir GI. (5.35) iiber einen
kleines Langenelement 61, das die Grenzflache senk-
recht schneidet. Man erhilt dann

(él - Ez) xi=""g, (5.47)

wobei ¢, die Oberflichendichte des Stromes, durch
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51/2

(pv)dl
—51/2

g = lim
g 6l—0

gegeben ist (vgl. [2] §27).

Biot-Savartsches Gesetz im Kontinuum:

Die Behandlung konstanter Strome im Abschnitt
3.3 148t sich hier iibernehmen. Ausgangspunkt sind
diesmal die Gleichungen

V-B=0
und
T P
VXH:%j (5.48)

Hier ist 5 die Dichte des Leitungsstroms??. Man
beachte jedoch

(pT) =V x M +7,

wobei aber der Term ¢V x M keinen Beitrag zum
Nettostrom (Integral iiber Leiterquerschnitt) lie-
fert. Statt Gl (3.57) erhalten wir mit B = V x A
und Gl. (5.41)

47'['7

AA=——pu7, (5.49)
c

wobei 1 = konstant angenommen wurde 23. Bei
der Losung von Gl. (5.49) miissen natiirlich die
oben diskutierten Bedingungen an den Grenzen
zwischen zwei Medien beriicksichtigt werden (vgl.
Gl. (5.46)).

Die Gl. (5.49) 148t sich leicht l6sen, wenn sowohl
im Medium als auch im umgebenden Raum p =1
gllt (Z' B. HKupfer — 1=-9.7- 10_6;N5auerstoff -
1 = —1.9-107%) und die Stréme auf einen endlichen
Raumbereich beschréankt sind. Analog zu (3.60)
folgt

22Da wir es hier grundsitzlich mit gemittelten GroéBen zu
tun haben, lassen wir die Klammern (...) weg.
BRiir p = w(7) gilt allgemein V x ((1/p)V x A) = (47/c)j.

. . 1 [ixR
Gopg_1 I xR

. E av .

(5.50)

Hier ist R der Vektor vom Volumenelement zum
Beobachtungspunkt. Wenn wir es mit diinnen
Drahten zu tun haben gilt weiter

jdv ~ I1dl’,

wobei I der durch den Leiter flieBende Gesamt-
strom ist, und dl'ist ein gerichtetes Linienelement.

Bemerkung: Tatséchlich sind wir hier nicht auf
den Fall p = 1 beschrénkt, da der Leiterdurchmes-
ser und damit zusammenhéngende Grenzbedingun-
gen gar nicht auftreten. D.h.,

wul di'x R
c R3

Dies ist wieder das Biot-Savatsche Gesetz — aber
diesmal fiir magnetisch permeable Medien.

-
B="

(5.51)

ﬁ,ﬁundeﬁrfiné:

Es sei B ein externes Feld und j eine begrenzte
Stromdichte. Gemé&f der Gleichung fiir die Lorentz-
Kraft ist

(5.52)

die Gesamtkraft auf die Stromverteilung 7 () im
Volumen. Entsprechend gilt fiir das Drehmoment

- 1 .
N:f/Fx(ij)d%.

; (5.53)

Wenn wir B (7) um einen geeigneten Ursprung ent-
wickeln, so folgt

B@=BO)+(7V)BO)+... (559

Einsetzen in Gl. (5.52) ergibt

F; = %Eijk [/jj (7) By, (0) d®r

+/jj (7) (F-ﬁ) By (0)d3r+...} .
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Der erste Term verschwindet fiir Integrationsge-
biete, die die Stromverteilung einschliefen 2. Der
zweite Term kann so umgeschrieben werden, dass
in fithrender Ordnung gilt

—

F; 76”16( X V) By (7) |7=0

25 Dies kann als

F = (”xﬁ)xé
v

(*: 26) und damit als

ﬁzzﬁ(m é) (5.55)
geschrieben werden. Diese Néherung ist dann gut,
wenn sich B in dem von m eingenommenen Volu-
men wenig dndert. Analog findet man

N=mxB(0) . (5.56)
Aus Gl. (5.55) folgt direkt fiir ein permanentes Mo-

ment m dessen Energie im B-Feld:

—

U=-m-B. (5.57)

Das magnetische Moment fiir Leiterschleifen: ‘

Entsprechend Gl. (3.62) gilt in diesem Fall

247u zeigen ist fjjd3r = 0 (im Mittel). Dies wurde be-
wiesen bei der Herleitung von Gl. (3.61).

25Am besten ersetzt man die Kreuzprodukte durch die
Komponentenschreibweise mittels des €y, und arbeitet
riickwirts. Produkte der €., konnen mittels der §-Identitéit
(vgl. Anhang) ausgedriickt werden. Dann ben&tigt man nur
noch die Identitéat f rjjmd3r+f rmjjd3r = 0 fiir lokalisierte
Stromverteilungen. Die Identitét ist leicht zu beweisen mit
einer allgemeineren Form: f[f(j )g + g( V)f]dST‘ =0,
wobei f(r) = r; und g(r) = rm gesetzt wird. Die verallge-
meinerte Identltat beweist man durch partielle Integration
und mittels V - § = 0 (im Mittel).

2607 x V) x B, = ez]kelzmmjakBm = (- ‘il(sljm
8jmOk1)1mj O Bm = =m0 B, + mmO Bm = —m(V - B)|;
V(- B)|;

+
+

I -
n=—¢7xdl. .
i 20% y (5.58)
Man beachte, dass d f F x dl gilt, wobei d f das

vektorielle Flachenelement ist, das durch 7 und di
aufgespannt wird. Folglich gilt 27

I -
:f/ﬁf. (5.59)
c
Energiestrom im Leiter: ‘
Ausgehend von VxE =0sowie VxH= —j

folgt wie am Ende des Kapitels 2 schon gezeigt die
stationédre Energie-Kontinuitéatsgleichung

-V-S=j-E (5.60)
mit
- c - N
S-_Z;<E><H). (5.61)

Die rechte Seite beschreibt die pro Zeit und Volu-
men durch das Feld geleistete mechanische Arbeit
an den verschobenen Ladungen, die den Strom aus-
machen. Diese Arbeit verteilt sich im Leiter und
geht in Wiarme iiber (Joulsche Wiarme). Die Groien
j und E sind miteinander verkniipft, wobei diese
Verkniipfung von der Art des Leiters abhingt. Oft
kann man von einer einfachen Proportionalitit aus-
gehen

ok . (5.62)

(Ohmsches Gesetz) 2%29. Der Koeffizient ist eine
temperaturabhéingige Materialkonstante und wird

27Insbesondere ist fdf nicht von der Form der Fliche,
die die Leiterschleife begrenzt, abhéingig.

280hm, Georg Simon, Physiker, *Erlangen 16.3. 1789,
tMiinchen 6.7. 1854; Gymnasiallehrer, Professor in
Miinchen. Er entdeckte 1826 das nach ihm benannte Gesetz
der Stromleitung (ohmsches Gesetz); weitere Arbeiten
betrafen die physiologische Akustik und die Interferenz
linear polarisierten Lichts beim Durchgang durch einach-
sige Kristalle. (©2000 Bibliographisches Institut & F. A.
Brockhaus AG

2%9im anisotropen Korper gilt j; = o;5FL. oy, ist der
Leitfahigkeitstensor.
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elektrische Leitfahigkeit genannt °. Mit dem Ohm-
schen Gesetz folgt fiir die oben erwihnte Warme-
leistungsdichte eines homogenen Leiters

-2
j E=oB?=L (5.63)
g

(Joule-Lenzsches Gesetz) 3! 32,

’Energie magnetischer Felder in Materie: ‘

Im Zeitintervall 6t leistet das Feld E an den La-
dungen die Arbeit

5t/j’~Edv.

Die dafiir notwendige Arbeit dw einer &uferen
EMK (elektromotorische Kraft ) ist gerade das Ne-
gative dieses Ausdrucks. Setzt man j = ﬁﬁ x H
ein, so gilt

Sw = —6ti/§~ (Vxd)av
= 51&% f(ﬁxﬁ)df
=0(imUnendlichen)
_5tﬁ/ﬁ.(ﬁxﬁ)dv.
Wir setzen

(5.64)

30sollte nicht mit der Fliachenladungsdichte verwechselt
werden

31Joule, James Prescott, britischer Physiker, *Salford (bei
Manchester) 24.12. 1818, {Sale (County Cheshire) 11.10.
1889; einer der Entdecker des Energiesatzes. Er bestimmte
die Menge der durch mechanische Arbeit erzeugten Wirme
(mechanisches Wirmeéquivalent), untersuchte die innere
Energie der Gase und entdeckte mit W.Thomson bei Gas-
drosselversuchen den Abkiihlungseffekt (Joule-Thomson-
Effekt); fand 1841 das Joule-Gesetz. (©2000 Bibliographi-
sches Institut & F. A. Brockhaus AG

321 enz, Heinrich, russischer Physiker deutscher Herkunft,
*Dorpat (heute Tartu) 24.3. 1804, fRom 10.2. 1865; brachte
durch Anwendung des Peltier-Effekts Wasser zum Gefrieren,
stellte die lenzsche Regel fiir die Richtung eines induzierten
elektrischen Stromes auf (Induktion). (©2000 Bibliographi-
sches Institut & F. A. Brockhaus AG

ein 3% und erhalten mit 68 = 6t0B/dt

H-6B
Sw = / v (5.65)

Dies ist formal 3* analog zu G1.(5.29)! Entsprechend
gilt fiir die Gesamtenergie U 3°

H-B
——dV .

U:
8w

(5.66)

Ein p-Objekt im externen B-Feld:

Wenn ein Objekt mit Permeabilitdt p; in ein
magnetisches Feld gebracht wird, dessen Quellen
(Strome) fest sind, dndert dies die Energie des Ge-
samtsystems 2. Hier wird die Rolle von E durch B
{ibernommen und die von D durch H. Man kann
dann zeigen (Aufgabe), dass die Energieinderung
U durch

1

= (é-ﬁo—ﬁ-§0>dv

87T \4
gegeben ist. Hier ist V7 das Volumen des Objekts.
Der Ausdruck kann umgeschrieben werden in

1

8 \4

1 1 1\ = =
= — ()BoBng.
8T Jy, \Ho 1
Sowohl g als auch py konnen ortsabhéngig sein.
Sie sind aber als unabhingig von der Feldstérke

angenommen. Wenn das Objekt sich im Vakuum
befindet (g = 1), so folgt

U = (u1 — po) H - HodV  (5.67)

1

sz/ M - BydV . (5.68)
2 [y,

Dieses Resultat entspricht wieder (bis auf das Vor-
zeichen) der Gl. (5.32).

33beachte: H ist im Gegensatz zu E nicht der Mittelwert
der echten mikroskopischen Feldstirke.

34und verlassen kurzzeitig die Magnetostatik

35unter Verwendung von B = ,uﬁ

36Vgl. den oben diskutierten Fall des dielektrischen Ob-
jekts.
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Kapitel 6

Elektrodynamik der Kontinua

6.1 Elektrodynamik einfacher
Stromkreiselemente:

’Induktionsgesetz fiir bewegte Leiter: ‘

Wir bewegen einen diinnen Draht im Magnet-
feld. Dies bewirkt eine Lorentz-Kraft F auf die
Ladungstriger im Draht:

Wenn sie kénnen, bewegen sich die Ladungen und
diese Bewegung kénnen wir uns auch aufgrund ei-
nes E-Feldes vorstellen:

Iy,

e

E = “§xB.

ind —

ol

Hier steht ind fiir induziert. Wenn der Draht die ge-
schlossene Raumkurve 0A beschreibt, dann erhélt
man so an den Leiterenden die Potenzialdifferenz
oder Spannung

A@ind == f
A

—

Eind -ds = —

1]£A<17x§)~d§
1.

1
Die Gréfe d§ x ¥ bzw. d§ x (dF/dt) hat die in Ab-
bildung 6.1 dargestellte geometrische Bedeutung.

—

dZx 0)-B . (6.1)

C

Das Integral ist also gerade der magnetische Fluf3
durch die Summe dieser Flachenelemente in der
Zeit dt, d.h.,

53

Abbildung 6.1: Eine bewegte Leiterschleife. Die
Schleife bewegt sich in der Zeit df um dr. di" und ds
spannen das gezeigte Flichenelement auf df auf.

—

1 .
APing = Edt—lf df - B.

dA

Hier ist dA gerade die Mantelfldche, die die Rédnder
der Flichen A (t) und A (¢t + dt) verbindet. Auf-
grund von V-B=0 1 148t sich dieses Integral
schreiben als

1 oo -
Aping = ——= / df~B+/ if - B
cdt A(t) A(t+dt)

Die Fliachenelemente zeigen dabei nach auflen, be-
zogen auf das durch A(t), A(t+ dt) und dA be-
grenzte Volumen. Wenn wir nun die Richtung der

10— fv§.§dv = favdf.é, wobei OV = A(t) +
A (t+ dt) + dA gilt.
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Fliachenelemente auf A (¢f) umdrehen, so dass sie
in die Richtung der Fléchenelemente auf A (¢ + dt)
weisen, folgt endgiiltig

1d - o
NPing = 7 Adf -B (6.2)
Dies entspricht der Gl. (2.39), wobei wir erst jetzt
gezeigt haben, warum die Zeitableitung vor das In-
tegral gehort! Aus dem Faraday-Gesetz wird so das
Induktionsgesetz. Jede Anderung des magnetischen
Flusses

@:/df-é
A

wobei sich sowohl die Fliche A als auch B als
auch die relative Orientierung von d f und B
dndern konnen, fithrt zu einer Induktionsspan-
nung. Dabei gilt die Lenzsche-Regel, die besagt,
dass der induzierte Strom so gerichtet ist, dass
seine magnetische Flusséinderung der erzeugenden
entgegengesetzt ist (Aufgabe).

’ Ohmscher Widerstand:

Wir betrachten einen zylindrischen Leiter zwi-
schen zwei senkrechten Schnittflichen A; und As.
Die elektrische Spannung zwischen den Fldchen ist

Y2

2
Aprg = — dp = —/ V- ds (6.3)
1

P1
2 2
- (5.65) 1 /- 2

= E- = — (- 4
/1 ds /1 o (] ds) (6.4)

2

ds
=1 — =RI. .

oA R (6.5)

Die Grofle R ist der Ohmsche Widerstand des
Drahtes.

Die Arbeit pro Zeiteinheit, also die Leistung @,
die das elektrische Feld an den Landungen, die den
Strom ausmachen, leistet, ist durch

Q = IAp = RI? (6.6)

gegeben 2. Man spricht vom Jouleschen Gesetz.

?Bemerkung: Leistung Q = j EAV bezogen auf einen
Strom durch ein zylindrisches Volumenelement AV = AAs.
Mit j =I/A und E = —A¢/As folgt Q = [A¢.

’Impedanz eines Leiters:

Wenn eine zeitliche verdnderliche Spannung
A (t) an den Leiterenden anliegt, fithrt dies zu
einem zeitlich verédnderlichen Fluss im Leiter der
eine entgegengesetzte Spannung Ag;,q (t) hervor-
ruft, so dass aus (6.3) jetzt

d L

Ap(t) 7 cQI (t) = RI(t) (6.7)
wird 3. L ist die (hier konstante) Induktivitit,
die von der Leitergeometrie sowie dessen Materi-
al abhéngt. Dafl der zweite Term in Gl. (6.7) diese
Form hat, kann man sich leicht aus der Kombina-
tion der Gl. (6.2) mit | B |ox I iiberlegen.

Es ist tiblich, durch Einsetzen der komplexen
GroBen Ap(t) = Apoe ™™ und I (t) = Ipe ™!
in GL. (6.7) 4, d.h., iiber

Ao (t) = (R - (;wL> 1), (6.8)
den komplexen Widerstand
7

Z=R- C—zwL (6.9)

des Leiters zu definieren °. Die reelle Stromampli-
tude ist

[() = ——29  os(wt—08), (6.10)
/R? + w2L2/ch
wobei
0 = arctan wb (6.11)

2R

3Man kann dies auch iiberlegen, indem man die Energie-
erhaltung via

d LI?
Nl =RI? + —=—
s + dt 2 c2
betrachtet!
4Da GI. (6.7) linear in den komplexen GroBen ist, funk-
tioniert dies!
5In der Elektrotechnik bezeichnet Z iiblicherweise den

Betrag von (6.9), d.h., Z = \/R? + (4 L)”. Diese Grofe

wird Scheinwiderstand oder Impedanz bezeichnet.
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die Phasenverschiebung zwischen I (¢) in Gl. (6.10)
und Ay beschreibt.

1. Bemerkung: Zur expliziten Berechnung
von Z (w) in einem Draht muss der Skineffekt
beriicksichtigt werden, wonach sich der Strom bei
zunehmender Frequenz hauptsichlich auf die Ge-
biete in der Néhe der Leiteroberfliche konzentriert
(vgl. §46 in Referenz [2]).

2. Bemerkung: Befindet sich eine Spule in dem
betrachteten Leiter, so erscheint auf der linken
Seite von (6.7) ein weiterer Term f%‘% , der die
Flussédnderung in dieser Spule beschreibt (entweder
nur durch Selbstinduktion oder durch zusétzliche
induktive Kopplung). Dieser Term kann in der
Regel auch als —%C%I geschrieben werden, wobei
L die Induktivitit der Spule ist (Aufgabe).

3. Bemerkung: Bei angelegter Wechselspannung
6 kann auch in einem unterbrochenen Leiter ein
Strom flieBen. Hier soll diese Unterbrechung ein
Kondensator sein. Aus der Energieerhaltung folgt
dies - und fiir einen Draht mit Spule 7 und Kon-
densator

_4drL
C o dt2e?

2
I2 + i e(t)

2
7 20 + RI”.

ANpl (6.12)
Hier ist C' die Kapazitét, wobei wir die Feldenergie
des Kondensators via ¢~ E?V aus den Gln. (3.28)
und (3.30) bestimmt haben. Die Induktivitédt des
Drahtes selbst ist vernachlissigt! Analog zu Gln.

(6.9), (6.10) und (6.11) erhalten wir®

wlL 1
Z=R—i(“2
R Z(02 wC’)

sowie fiir die reelle Stromamplitude

(6.13)

Ao cos (wt — 9)

I(t)=
VA (- )’

(6.14)

und

6bzw. zeitlich verdnderlicher Spannung
7Geometrie etc. ist zeitlich konstant
8man beachte: e = fIdt

wL 1 1
0 = arctan <02 - wC) I (6.15)

Die im zeitlichen Mittel dissipierte Leistung in
diesem Stromkreis ist

Q

(Re{Dp}Re{l})
1 cosd 9

wobei Re{I} durch (6.14) gegeben ist.

4. Bemerkung: Fiir einfache Stromkreise aus
Ohmschen Drihten, Spulen und Kondensatoren
kénnen wir somit leicht den Strom I (¢) berechnen.
Dazu miissen wir einfache lineare Differentialglei-
chungen des Typs (6.12) losen. Bei verzweigten
Stromkreisen miissen wir dabei die Spannungs-
abfille in dem geschlossenen Teilkreis zu Null
aufaddieren (Energieerhaltung) und die Summe
der Strome, die in einem Leiterknoten zusammen-
treffen ist ebenfalls Null (1. Kirchhoffsches Gesetz
9: Ladungserhaltung).

Beispiel - Induktivitit eines (geraden) Drah-
tes: Wir betrachten einen linienférmigen Leiter
und gehen davon aus, dass sich die Induktivitét
hauptséchlich aus der Feldenergie auflerhalb des
Leiters bestimmt. Wir berechnen daher

Ha / H?2mrdr
87

9Kirchhoff, Gustav Robert, Physiker, *Konigsberg (Pr)
12.3. 1824, {Berlin 17.10. 1887; stellte 1845 bereits als Stu-
dent in Konigsberg weit allgemeiner als G.S. Ohm die Geset-
ze der Stromverzweigung auf (kirchhoffsche Regeln). 1850-
54 Professor in Breslau, ab 1854 in Heidelberg, wo er zu-
sammen mit R.W. Bunsen 1859/60 Untersuchungen zur
Emission und Absorption des Lichts durchfiihrte, die die
Grundlage der Spektralanalyse darstellten und zur Aufstel-
lung des kirchhoffschenStrahlungsgesetzes (1859) fiihrten.
Mit der Spektralanalyse konnte er die fraunhoferschen Li-
nien als Absorptionslinien erkldren und entdeckte dadurch
zusammen mit Bunsen die Elemente Césium und Rubidium.
In diese Zeit féllt auch die Definition des schwarzen Strahlers
(1862, schwarzer Korper). Kirchhoff behandelte aulerdem
Fragen der Mechanik, der Akustik (Erklirung der Chladni-
Figuren) und der Elektrizitétsleitung, wobei er 1857 erkann-
te, dass diese anndhernd mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt.
1875-86 war Kirchhoff Professor in Berlin. (©2000 Bibliogra-
phisches Institut & F. A. Brockhaus AG
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6 Leiter

Abbildung 6.2: Geometrie zum Beispiel: Indukti-
vitédt eines Drahtes.

(a fiir auBerhalb), die magnetische Feldenergie au-
Berhalb des Leiters pro Langeneinheit. Fir H gilt

. I [dIxR
H==
c R3

(vgl. Abbildung 6.2). Mit | di x B |= dIR | sina |=
dlr folgt

H_er/o dl 2Ir h
T e 21,232 ¢ 2 ’
¢ Jons2 (12 +r2) € oop2 /R4 2

wobei h die Leiterlinge ist 1. Fiir die Magnetfeld-
energie auflerhalb des Leiters folgt

pa I? 2/°° dr I’ h
plal e [t
4 c? a T(Z—z+r2) Ha'z Mo,

2 2
=21In h=t4e”
4a

wobei a der Drahtradius ist (a < h). Fiir die In-
duktivitdt L folgt

L ~2u.hln i
2a

durch Vergleich mit

LI?
22
Beispiel - Ausschaltvorgang: Wir betrachten Gl.

(6.7), wenn die Spannung zur Zeit ¢t = 0 abgeschal-
tet wird. Es gilt dann

10Den Beobachtungspunkt in der Mitte des Leiters zu le-
gen, ist eine Vereinfachung, die jedoch das Ergebnis nicht
wesentlich verdndert.

LdI
— —=—=RI
e dt
bzw.
dl R
— =———dt
1 L
oder
2
T(t)=1(t=0)e T
Man beachte, je kleiner 77! = chR desto langer

dauert der Stromabfall.

6.2 Elektromagnetische Wel-
len in Materie

Wir betrachten die Ausbreitung von elektromagne-
tischen Wellen in unendlich ausgedehnten, homo-
genen ruhenden Medien. Diese seien durch die Ma-
terialkonstanten € und p charakterisiert. Wir be-
schrianken uns auf normal polarisierbare und ma-
gnetisch isotrope Substanzen. Es gilt dann:

D=¢E B=pH j=o0FE

Mit Gesamtladung p = 0 erhalten wir die Maxwell
Gleichungen

Vxh=E+i 9 (6.16)
C C
ﬁxﬁ:—%ﬁ (6.17)
V-H=0 (6.18)
V-E=0 (6.19)
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11 Aus V x (ﬁ X ﬁ) =V (ﬁ . ﬁ) — AH folgt mit
(6.16) und (6.17)

4 :,
Y g (6.20)

— €l =
AH:§H+ 02

Analog folgt aus (6.17) zusammen mit (6.16) und
(6.19)

E. (6.21)

Diese Gleichungen heiflen Telegraphengleichungen.
Fiir Isolatoren (o0 =0) sind (6.20) und (6.21)
gewoOhnliche Wellengleichungen. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit ist dann

C
NGT

MWihrend die Gln. (6.17) bis (6.19) direkt den gemittel-
ten exakten Maxwell Gleichungen entsprechen, verlangt Gl.
(6.16) eine gesonderte Herleitung.

Wir betrachten einen Strom ;5 in einem Medium aufgrund
einer zusétzlichen Ladungsdichte pe. Die beiden Gréflen ver-
bindet die Kontinuititsgleichung

(6.22)

CIsolator =

pe+§'j‘e:0~

Gleichzeitig gilt

6-f):47rpe.

Differenzieren dieser Maxwell Gleichung nach der Zeit und
Einsetzen in die erste Gleichung liefert

V. (D+4nj.)=0.

Der Ausdruck in Klammern ist also ein Vektor, der als Rota-
tion eines anderen Vektors, nennen wir ihn ¢/ H’, geschrieben
werden kann. D.h.

- _ 1 % 4m-

VxH ==D+—2j..

c c

Der Vergleich mit dem Ampereschen Gesetz (2.38) legt nahe,
dass wir tatséchlich

1=

o — 47 o
VxH=-D4+ L7
C

—Je -
[

schreiben konnen. Dies stimmt im statischen Fall auch mit
der Gl. (5.48) iiberein. Eine Diskussion der Giiltigkeitsgren-
zen dieser Gleichung, aus der nun direkt (6.16) folgt, findet
man in Ref. [2]; §56.

Wir hatten schon erwidhnt, dass e frequenz-
abhéngig ist (¢ =e€(w)). Das Gleiche gilt fiir
(0 = o (w)). Wir machen den Ansatz

E = Eyexp [z (E . wt)} (6.23)

H = Hyexp [z (E P wtﬂ , (6.24)

der natiirlich nur eine Frequenz- bzw. Fourier-Kom-
ponente enthélt. Mit 0;F; = ik;E; bzw. 0;H; =
ik;H; folgt dann V x E = ik x E bzw. V x H =
ikx Hund V-E =ik-E bzw. V-H =ik - H. Da-
her ergeben (6.23) und (6.24) eingesetzt in (6.16)
bis (6.19)

kxH= —=nE (6.25)
kx BE="ufd (6.26)
k-E=0 (6.27)
k-H=0, (6.28)

wobel n = €+ 4”% eine verallgemeinerte Dielektri-
zitdtskonstante ist. Wir sehen, dass auch jetzt E, E
und H ein orthogonales Rechtssystem bilden (aber
diesmal | E |#| H |).

Wir bestimmen zunédchst den Zusammenhang

—

zwischen k und w, die sogenannte Dispersionsre-
lation. Aus k x (Ex ﬁ) = E(Eﬁ) — HEK? folgt
mit (6.25), (6.28) und (6.26)

KH = Engﬂﬁ,
c'c
d.h.,
k2 = %‘w? (6.29)
bzw.
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- €L
|k|:£

; <1+<4Z:2)2>1/4w. (6.30)

Interessant ist der Spezialfall einer ebenen Welle
(in a-Richtung), die von einem Medium mit o = 0
auf ein Medium mit o # 0 trifft. Wahrend die ebene
Welle fiir o = 0 ungedédmpft ist, folgt aus k = a+if
eingesetzt in Gl. (6.29)

5 1/2
", 1+ (422)" +1
@ EVHeD 2
sowie
5 1/2
w Y1+ (52) 1
5:1\/;%2 2

(fiir positives  mufl « ebenfalls positiv sein). Ins-
besondere mufl die Welle im o # 0-Medium wie
folgt abklingen:

ei(k’x—wt) — ei(am—wt)eﬁx

Damit dies physikalisch sinnvoll ist, miissen a und
B natiirlich positiv sein. Die Gréfle 1/8 wird als
Eindringtiefe bezeichnet. D.h., nach der Strecke
x = [ ist die Wellenamplitude auf das 1/e-fache
reduziert.

’ Frequenzabhéngigkeit der Leitfihigkeit: ‘

Wir nehmen an, dass fiir die beweglichen La-
dungstriger das Newtonsche Gesetz gilt:

TTLUk = GEk - g’l_fk (631)
Hier ist m die Masse und v} die Geschwindig-
keit der kten Ladung e. E), ist das elektrische
Feld, und ¢ ist ein Reibungskoeffizient, den wir
zundchst bestimmen wollen. Dazu schreiben wir
j= ~o 2p €Uk, Wobei AV ein Volumenelement
ist, in dem sich die ), Ladungen befinden. Aufer-
dem soll das mittlere Feld E durch Ej, gegeben sein

(Ndherung !). Aus (6.31) wird dann

mj = epE — ¢f (6.32)

wobei p die Dichte der Ladungen im Volumenele-

ment ist. Im stationéren Fall, ; = 0, folgt mit
j = UoE
é-: €Pstat , (633)
o0

wobei ¢ die Gleichstromleitfahigkeit ist.

Wenn an den betrachteten Leiter ein Feld mit
dem Zeitverhalten F ~ e ™! angelegt wird, ist
es sinnvoll, fiir j ebenfalls j ~ e ™! anzuneh-
men. Damit und mit (6.33) folgt aus Gl. (6.32)
E =01 (w)]. Dabei ist

g0

= 6-34
o (@) 1—wr ( )
und die Dampfungszeit
m moo
T=—= 6.35
3 €Pstat ( )

12 Fiir kleine Frequenzen wr < 1 gilt o (w) ~ og
wahrend fiir hohe Frequenzen wr > 1 die
Leitfdhigkeit rein imagindr ist. Dies entspricht
einer Phasenverschiebung zwischen E und ; um
/2 (...e‘i“’t AL/ Tt = e_i(‘”t_”/m).

Betrachten wir zum Schlufl noch die Divergenz
von Gl. (6.32):

~ Lol G B (6.36)
m

<l
<.
+
N =
<l
<.
I
<l
/N
2
oS
N—
l

Mit p = pstar + 0p(7,t), V - E = 4me 26p und p =
v - j folgt

0=06p+710p+whip (6.37)
mit
4 dmepsia
wp = \/ T _ \/ TCPstat (6.38)
€T em

12Dje Bedeutung von 7 als Dampfungszeit ersieht man aus
Gl. (6.32), wenn man E ausschaltet (vgl. den oben betrach-
teten Ausschaltvorgang).
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Wir fassen 0p(7, t) als Extraladung auf dem Hinter-
grund pgse¢ auf. Man beachte, dafl z.B. im Fall von
Elektronen im Festkorper psiq: durch den positiven
Hintergrund der lonenriimpfe neutralisiert wird.
Natiirlich gilt immer [;, dVdp = 0, wobei V' das
Volumen des Festkorpers ist. Gl. (6.36) beschreibt
gedidmpfte Schwingungen der Dichte der Ladungen
(man spricht auch von einem Plasma). Die Grofle
wp wird als Plasmafrequenz bezeichnet. In der
Festkorperphysik spricht man im Zusammenhang
mit der Anregung bestimmter Frequenzen im
Elektronenplasma auch von Plasmonen.

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit: ‘

Wir betrachten das einfache Beispiel der Uberla-
gerung zweier Wellen mit gleicher Amplitude und

verschiedenen aber benachbarten Frequenzen (w;
k1 und wo, k2):

u(z,t) = A(ei(klft—wlt)_’_ei(kgw—th))

. ki+ko LWy fwo
— esz—z#t

.k —ko Lwi—wy ko —kq L wo—wy
X(ez T=T—1 5 t+ez L1 5 t

kl_k2$—WI_w2t
2 2

kqtk .
171; 2 z—ziwlng t

= 2Acos (

xXe

Durch diese Umformung ist die Welle in einen mit
wy — wy langsam oszillierenden Amplitudenfaktor
und einen mit w; + wy schnell oszillierenden Pha-
senfaktor aufgespalten. Die Phase bewegt sich mit
der Geschwindigkeit

w1 + wa w
Vp = -
Pkl 4k k

(6.39)

(mit w1 &~ wg &~ w). Die Amplitude (Wellengruppe)
bewegt sich mit der Geschwindigkeit

wi —wy  dw
Vg = —— =

~ A
ki —ke dk (6.40)

Die Energie einer Welle wird durch die Ampli-
tude bestimmt. Die Gruppengeschwindigkeit gibt
somit auch die Geschwindigkeit des Energietrans-
ports an. Da in einem Medium in der Regel v, von
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einfallende reflektierte
( 1 ) Welle Welle

Abbildung 6.3: Brechung und Reflexion an der
Grenzflache zweier Medien.

der Frequenz abhingt, sind die Phasengeschwin-
digkeiten verschiedener Wellen verschieden. Man
spricht von Dispersion. Nur in einem dispersions-
freien Medium gilt v, = v,.

6.3 Reflexion und Brechung

’ Snelliussches Brechungsgesetz: ‘

) Wir betrachten den Einfall einer elektromagne-
tischen Welle unter einem Winkel a auf die Grenz-
fliche zweier unterschiedlicher isotroper Medien
wie in Abbildung 6.3 gezeigt.

Die einfallende Welle sei

E = Eyet(Fmwt) (6.41)

Geméf den Gln. (6.26) und (6.29) (mit o = 0) gilt

= kx E
B =./en 3

(6.42)

Entsprechend gelten fiir die gebrochene und die
reflektierte Welle die gleichen Beziehungen. Au-
Berdem gelten die Grenzbedingungen (5.6), (5.7),
(5.45) und (5.46) (es sollen keine Oberflichenla-
dungen oder -stréme auftreten) 3. Damit diese un-
abhéngig von Ort und Zeit in der ganzen Grenz-
fliche gelten konnen, folgt

I3Man beachte, da wir hier eigentlich von den
zeitabhéngigen Maxwellgleichungen ausgehen miissen. D.h.
VxH # 0 und VE # 0. Allerdings verschwinden die rechten
Seiten bei der Anwendung des Stokeschen Satzes im Grenz-
fall das die eingeschlossene Fliche gegen Null geht.
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ei(E-rtwt) _ ei(lZ’-er’t) _ ei(E"-Ffw”t)
und daher
E-7—wt

=k F—Wt+2mmy =k -7 — "t + 2mme

fiir alle ¢t (mq, mg € IN). Fiir ¥ = 0 und ¢ = 0 folgt
m1 =mg = 0. Fiir =0 und ¢ # 0 gilt damit

(6.43)

d.h., es erfolgt keine Frequenzénderung bei der Bre-
chung bzw. der Reflexion. Weiterhin haben wir

w w//
k=—=\eu=—\eu=Fk" (6.44)
c c
d.h., der einfallende und reflektierte Wellenvektor
sind betragsméafig gleich. Und es gilt

ko7 lamo= K 7 |amo= K" -7 lomo . (6.45)
Aus dieser Beziehung folgt, dass alle drei k-Vekto-
ren in der gleichen Ebene liegen, der sogenannten
Einfallsebene 4. Fiir die spezielle Wahl ¥ = €, folgt
weiter

ksina = k'sin 8 = k" siny (6.46)
und mittels k = k" ist

sina =siny bzw. a=-v (6.47)
Einfallswinkel und Reflexionswinkel sind also

gleich. Aus (6.46) erhalten wir aulerdem das Snel-
liussche Brechungsgesetz °

Dies siecht man, wenn 7 senkrecht zu einem der k-Vek-
toren gewé&hlt wird.

158nellius, eigentlich Snel van Rojen, Willebrord, nie-
derléindischer Mathematiker und Physiker, *Leiden 1580,
tebenda 30.10. 1626; entdeckte das nach ihm benannte Ge-
setz der Lichtbrechung (Brechung) und begriindete eine be-
stimmte Art der Gradmessung. (©2000 Bibliographisches In-
stitut & F. A. Brockhaus AG

sina K

_Vew _n
sinB  k B

C1 AL

VEL n

wobei ¢y, A1 bzw. ¢y , Ao Lichtgeschwindigkeit und
Wellenlédnge im Medium 1 bzw. 2 sind. Ferner ist

= 6.48
Do (e

n=-< =/ (6.49)

C1
der Brechungsindex. Im optisch dichteren Medium
sind Lichtgeschwindigkeit, Wellenldnge und Winkel
reduziert. Der Brechungsindex, die Dielektrizitéits-
konstante und der Betrag des Wellenvektors sind
dafiir grofler.

Gl. (6.48) beinhaltet die interessante Moglichkeit
der Totalreflexion, d.h., 8 = 7. Fiir den entspre-
chenden Einfallswinkel «, gilt

I
sina, = Ly (6.50)
n
Es mufl aber n > n’ gelten, d.h., Totalreflexion
kann nur beim Ubergang vom optisch dichteren
zum optisch diinneren Medium auftreten. Was aber
passiert fiir a > «a,, 7 Dazu schreiben wir

otk T (K atklz)
_ ei(k'm sin 84k’ z cos B)
G Y = = 7
_ ezk Tiysina k'z4/(sina/sin ag)®—1 ,
wobei  wir  cosf3 = 1—sin’ g =

\/1 — (n2/n?)sin*a = \/1 — (sinoy/ sin o, )?
verwendet haben. Fir a > «, wird die Welle im
dichteren Medium also weggeddmpft bzw. kann
dieses nur durchdringen, wenn es sehr diinn ist
(GroBenordnung der Dampfungslinge).

Der Energieflufl durch die Grenzflache fiir o > ag
ist (im zeitlichen Mittel)

<ﬁ®::ﬁm(&@qumﬁm

= refa ()]

wobei 77 der Normaleneinheitsvektor in z-Richtung
ist, und * bedeutet konjugiert komplex. Mit GI.
(6.26) folgt
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- ﬂ: n / 2 =
S=ri Re{n k}\EO|
02 / /2

= 87ru’wRe{k cosB} | E)I°=0.

Dies ergibt sich, da cos 3, wie oben gesagt, rein
imaginér ist. Die gesamte Energie geht also in die
reflektierte Welle iiber.

Fresnelsche Formeln: ‘

Wir betrachten noch einmmal die Randbedin-
gungen explizit:

(EO + B - Eg) i =0 (6.51)

(EXEO+E”xﬁé’—E’xﬁé)-ﬁ:0 (6.52)

(i (E x By + F" x Eg) (6.53)
—i(/%"xﬁ(g) K =0
(e (Eo + Eé’) —¢ 46) -i=0. (6.54)

Die Gln. (6.51) und (6.54) entsprechen dabei
den Bedingungen (5.6) und (5.7). Die Gln. (6.52)
und (6.53) folgen aus den Bedingungen (5.46) und
(5.45), wobei Gl. (6.26) eingesetzt wurde 1°. AuBer-
dem haben wir \/eu/k = c/w = c/w' = /€W /K
sowie D = eE verwendet. Ausgehend von diesen
Gleichungen betrachten wir die Reflexion bzw.
Brechung einer linear polarisierten Welle fiir zwei
Spezialfille.

(a) Ey ist parallel zur Grenzfliche: Aus (6.51) folgt
dann (EO B Eg) x it = (Eo+ Ell — E})é&, =
0 und somit

Eo+ E! —Ey=0. (6.55)

16giehe Fufinote auf Seite 59.

61

Aus (6.53) folgt

Lfsm)sn = L (E(n8) - A (7-8)

1. - -,
= —kEjcosa = 21 /EEocosa,
H cyu

sowie entsprechende Beziehungen fiir die gestriche-
nen Groflen. Da die Frequenzen gleich sind und
auch der Einfalls- bzw. Reflexionswinkel, ergibt sich
insgesamt

!
(Eo — EY) \/Ecosa—E(')”;/cosﬂ—(). (6.56)

Gl. (6.54) liefert nichts Neues, und mit Gl. (6.55)
kénnen wir jeweils E, bzw. E, eliminieren, d.h.,

” _ J€pcosp t

EfO _ 1 epn’ cosa - ﬁtzgg (6 57)

- 7 a2 M tan o '
Pooigfores s
sowie

E, 2 2

E - €'pcosf - 1+ 4 tana (658)
0 L+ eup; cos p' tan

Fiir die Frequenzen des sichtbaren Lichtes gilt i. a.
i = p'. Dann ergeben sich die Fresnelschen For-
meln !7 fiir Licht, das senkrecht zur Einfallsebene
polarisiert ist:

E, _ sin(f—-a)

Ey  sin(a+pB) (6.59)

und

17Fresnel, Augustin Jean, franzésischer Physiker und In-
genieur, *Broglie (Département Eure) 10.5. 1788, {Ville
d’Avray (bei Sevres) 14.7. 1827; seit 1823 Mitglied der
Académie des sciences, begriindete ab 1815 die Wellentheo-
rie des Lichtes (fresnelscher Spiegelversuch), untersuchte die
Polarisation des Lichts und die Doppelbrechung; erfand den
nach ihm benannten Doppelspiegel und das Doppelprisma;
er konstruierte ferner Linsen (Fresnel-Linse), die noch heute
verwendet werden. (©2000 Bibliographisches Institut & F.
A. Brockhaus AG
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26 _ 2§inﬁcosa (6.60)
Ey sin(a+p5)

(b) Ej liegt in der Einfallsebene: Eine ganz analo-
ge Betrachtung liefern statt (6.57) und (6.58) die
Gleichungen

” _ ep’ cos B te
EfO _ 1 \/ € i cosa _ - ftzlﬁg (6 61)
By 14 Jaess 1 5ome '

’
€/ tan
€’ cos a B

und

B 21/% gn e
=0 = ‘ ne . (6.62)

Ey 14+ icos,@zl—F?tna

!
tan
€’ | cos B

Mit pu = p' ergibt dies

Qg_tan(a—ﬁ)

Bo  tn(a+p) o

sowie

Ei(/]_ 2sin 3 cos «
Ey  sin(a+pB)cos(a—p3)’

(6.64)

die Fresnelschen Formeln fiir EO in der Einfallsebe-
ne.

Ein interessanter Spezialfall ergibt sich fiir u = p/
und a+ = 7/2 aus Gl. (6.63). In diesem Fall gilt
Eg = 0, d.h., es gibt keinen reflektierten Strahl,
dessen elektrischer Vektor parallel zur Einfallsebe-
ne schwingt. Nach dem Snellius Gesetz, Gl. (6.48),
gilt hier fiir den Einfallswinkel

!

r_ tanap . (6.65)
n

Der Winkel o heift Brewsterscher Winkel 8.

18D, Brewster (*1781, 11868), britischer Physiker



Anhang A

Formeln und Einheiten

Kartesische Einheitsvektoren: €7, €3, €3;
6_; . 6_]" = (57;j mit (511 = 522 = 533 = 1 und
012 = 021 = 013 = 031 = 023 = 032 = 0 aber §;; = 3
!

Skalarprodukt: @ - b= ai€i - bje; = a;bjdi; = ab;

Vektorprodukt:
. €1 €3 €3 asbs — asbs
axb= a; az as = CLgbl — a1b3
b1 by b3 artby — azb;

€; X e = €i€ijk

€123 = €231 = €312 = 1
€ijk = { €132 = €213 = €321 = —1
0 sonst

€i;k ist in allen Indizes antisymmetrisch.
axb=a;bye; x € = €€i,a;by

Niitzlich:

€ijk€kmn = 5717716]'77, - 5in5jm,

Vektoridentititen:
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U
—
S
X
oL
~
Il
S
—
oL
X
Y
=

I
oL
L~
. QL
X
S
~—~—

Qy
X
sy
S
X
o
N—
|
S
—
O
I
QL
N
8
S
N—

Vx (Vxa) = V(V-d)-Va
Veo(ed) = @-Vo+oV-d
Vx(pi) = Vexi+eVxa
6(@'-5) = (5.6)5

+(5-§)d‘
+a’x(€x5)
+5><(*><a>

v (d><5> S xd)

Haufig auftretende Ableitungen: Es soll gelten
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| 7|=r und @ = 7/r, dann ist

<<
Si él

Il
<o W
< <

ST

Vr =

-1 7

V- o= ——
r r3

Laplace Operator in Zylinderkoordinaten:

- 10 [ O 1 0% 0%
2 _ _ - ¥ _r - r _
Vie= pdp <p8p) MR

Laplace Operator in Kugelkoordinaten:

. 10 0 1 0 /. 0
Vie = r2 0r <r28f) * r2sin 6 90 (sm&(;g)
1 9%
r2sin®6 5#452
Taylorentwicklung:

Integraltheoreme:

(a) Integralsatz von GauBl ! - Es sei OV eine
geschlossene Flédche, die das Volumen V' begrenzt.
Dann gilt

1GauB, Carl Friedrich, Mathematiker und Astronom,
*Braunschweig 30.4. 1777, 1Gottingen 23.2. 1855; seit 1807
Direktor der Sternwarte in Gottingen, Professor fiir Mathe-
matik und Mitglied der Gottinger Akademie der Wissen-
schaften, einer der bedeutendsten Mathematiker. Gaufl be-
griindete mit den 1801 erschienenen Disquisitiones arithme-
ticae die moderne Zahlentheorie. In seiner 1809 verdffent-
lichten Theorie der Bewegungen der Himmelskorper behan-
delte er die Probleme der Himmelsmechanik. Seine Arbei-
ten iiber die Methode der kleinsten Quadrate (Ausgleichs-
rechnung) haben die Entwicklung der Himmelsmechanik, die
Theorie der unendlichen Reihen und die numerischen Me-
thoden der angewandten Mathematik sehr gefordert. 1816
wurde ihm die Vermessung des Konigreichs Hannover tibert-
ragen, an der er 25 Jahre arbeitete und dabei zu bahnbre-
chenden Untersuchungen zur Geodésie und zur Differenzial-
geometrie angeregt wurde. Von grofler Bedeutung sind auch

ANHANG A. FORMELN UND EINHEITEN

/ﬁA’dV:j{ A-df .
1% oV

Das gerichtete Fldchenelement d f zeigt dabei
nach auBen 2. In der englischsprachigen Literatur
wird dieser Satz auch als divergence theorem oder
Green’s theorem in space genannt. Die 2D Version
heifit auch Integralformel von Gaufi:

aAm (1'7 y) _ aAy (LU, y)
/S ( o ay dxdy

= }és (Agdzx + Ay dy) .

Weitere Sonderfille:

/ﬁg@dV:% godf
% v

Beweis: durch Anwendung_‘des Integralsatzes von
Gauf} auf A = (¢,0,0), A = (0,,0) und A =
(0,0, ).

/wgdvz Af x A
\%4

Beweis: folgt aus den vorherigen Spezialfall. D.h.,
ijAk.dV = fAkdfj bzw. 6ijkajAde =
€ijk fAkdfj

§ rap = [ 3 [ 29 i

Beweis: betrachte

seine Abhandlungen zur Physik, zur Potenzialtheorie und
zur Optik sowie die Erfindung des Magnetometers. Zusam-
men mit dem Physiker Wilhelm Weber untersuchte er den
Erdmagnetismus und stellte dabei sein absolutes physikali-
sches MafBsystem (1832) auf. Grofle Teile seines mathemati-
schen Schaffens, so die Theorie der elliptischen Funktionen
und die Arbeiten zur nichteuklidischen Geometrie, wurden
erst durch die Vertffentlichung seines Nachlasses bekannt.
Literatur: Biihler, W. K.: Gauf}. Eine biographische Studie.
Aus dem Englischen. Berlin u.a. 1987. Wufling, H.: C. F.
GauB. Leipzig 51989. (©2000 Bibliographisches Institut &
F. A. Brockhaus AG

?Beweis siebe z. B. M. R. Spiegel (1971) Advanced Ma-
thematics. Schaum’s outline series. McGraw-Hill
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Gaul MKSA
Lichtgeschwindigkeit c (10€0) 1/2
i 1
% o(df- A) = / (o A)dr Ladung, Ladungsdichte | e, p T
ov v N
_ / [(A’ 6%0 + @(6 . ff)]d% . elektr. Feld, Potenzial E, %) \/4W€OE,
v VAame,p
magnet. Feld H A /47ruoﬁ
Wenn man ¢ = z bzw. ¢ = y oder p = z setzt, so Verschiebungs(dichte) D ‘ilﬁ
(tarkennt man die Richtigkeit der obigen Behaup- magnet. Induktion B \/‘mé
une. Leitfshigkeit o =
Dielektrische Konstante | € =
(b) I.n.tegralfatz von Stokes ? - Es se;i S eine offene Permeabilitit y MLO
ZWGIS.eltlg.e Fléche, (.ieren Rand 05 eine geschlos?,e— Widerstand, Tmpedanz | R, Z 47 R,
ne, sich nicht schneidende Kurve bildet. Dann gilt dre 7
o
Induktivitat L 4me, L
Kapazitit C 47716

/ (6><A‘) df= ¢ A.ds.
s as Konstanten (MKSA):
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.99792458 ms~1
Elektronenruhemasse  m, (0) = 9.1093897 - 10~3'kg
Elektronenladung ee = —1.60217733 - 10~1°C
Influenzkonstante €, = 8.8541878 - 10~ 12 Fm 1
(Fm~! = AsV='m™!)
Induktionskonstante  p, = 1.2566370 - 10" Hm !
(Hm ' =VsA™'m™)

Hier soll ds ein Wegelement im mathematisch po-
sitiven Umlaufsinn (gegen den Uhrzeiger) sein. d f
ist so orientiert, dass wenn der Daumen der rechten
Hand in Richtung von d3 weist, dann weisen die um
den Rand gekriimmten Finger in Richtung von d f
Beweis: siehe oben.

Weiterer Spezialfall:

Grofe Einheit (MKSA)
Leitfiahigkeit o (m€) =1 (&: Siemens)
elektr. Widerstand R | Q = VA~! (Q: Ohm)
/ Adf x Vi = ]{ ods elektr. Spannung Ay | V = J(As)™! (V: Volt)
s as Kapazitit C F=CV~! (F: Farad)
Induktivitéit L H = JA? (H: Henry)
Beweis: Einsetzen von A = (,0,0), A= (0,,0) magnet. Fluf (I) Wb=Vs (_I;Vb: Weber)
.o . magnet. Fluldichte, | T = Wbm™2 (T: Tesla)
sowie A = (0,0, ¢) in den Stokeschen Satz. Induktion B
elektr. Stromstirke I | A = Cs™! (A: Ampere)
Einheiten: Konversion vom Gaufl zum

MKSA-System

3Stokes, Sir (seit 1889) George Gabriel, britischer Mathe-
matiker und Physiker, *Skreen (County Sligo, Irland) 13.8.
1819, tCambridge 1.2. 1903; wurde 1849 Professor in Cam-
bridge und war 1885-90 Prisident der Royal Society; bedeu-
tende Beitrige zur Hydrodynamik (stokessches Reibungs-
gesetz), Optik (stokessche Regel) und Analysis, in der er
den Begriff der gleichméfigen Konvergenz und den Zusam-
menhang zwischen Oberflichen- und Kurvenintegralen (sto-
kesscher Integralsatz) erarbeitete. (©2000 Bibliographisches
Institut & F. A. Brockhaus AG
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Anhang B

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1: Vektoridentitéten

(a)

Zeigen Sie, dass die folgende Identitét gilt:

(%) -

Wir verwenden die Summenkonvention: iiber die
in einem Produkt doppelt vorkommenden Indizes
wird summiert. ;53 ist definiert iiber

€klmEnjm = Okn0lj — OkjOin

1
-1

€123 = €231 = €312
€132 = €213 = €321
0 sonst

€ijk —

Insbesondere gilt daher €; X €j = éje;jx, wobei die
€; kartesische Einheitsvektoren sind. D.h., @ x b=
ajbké'j X gk = é'ieijkajbk.
Auflerdem ist 511 = 522 = 533 =1 und 512 = (521 =
e = (532 =0 aber (S“‘ = 3!

Hinweise: Zeigen Sie zunéchst die beiden einfa-
cheren Bezichungen (i) €; X (€x X €) = €mki€njmEn
sowie (ll) é} X (gk X é}) = jlgk — 5jk€l~ Durch
einfaches Gleichsetzen dieser Beziehungen, ist (x)
leicht zu zeigen.

(b)  Mit der Relation aus Teilaufgabe (a) zeigen
Sie, dass die folgenden Vektoridentitaten gelten:
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v x (axi;) - 5(6-5)47(6.5)
+(5-€)a’-(5ﬁ)5

a x (l_f X E’)
(¢) Warum fithrt man nicht den Vektoroperator
V x V ein?

5(6~é)—5(d’-5)

Aufgabe 2: Gradient und Laplace-Operator in
Zylinderkoordinaten

Wir betrachten den Ortsvektor 7 = 7(u, v, w) als
Funktion der verallgemeinerten Koordinaten u, v,
w und definieren ein Koordinatensystem durch die
Einheitsvektoren

g = @‘_1@
“CO oul du
L jortor
“ = ol ao
L |ortor
w = 3.1 Bu

Leiten Sie den Gradienten sowie den Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten her (u r
v=0, w=2z).

)

Aufgabe 3: Geschwindigkeitsadditionstheorem

Inertialsystem K’ bewegt sich relativ zu Inertial-
system K mit der Geschwindigkeit @. Wir hatten
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in der Vorlesung die folgende Transformationsglei-
chung (1.8) fiir die Geschwindigkeiten eines Teil-
chens innerhalb seines jeweiligen Inertialsystems
hergeleitet:

7= m i () S

c2

Zeigen Sie, dass die Umkehrung dieser Transforma-
tionsgleichung durch

v+ @ 1
I = und U, = —7{7
Y(w) 1 4 B

c

gegeben ist, wobei sich || bzw. L auf die Richtung
von W beziehen.

Aufgabe 4: Lorentz-Transformation der Kraft

Leiten Sie die Transformationsgleichung (1.20),

)

F Jri)[(lf 1 )w-ﬁi §-F—3-5

2

=
I3

NS

fiir die Kraft her !. Die Situation ist die gleiche
wie in Aufgabe 3.

Aufgabe 5: Invarianz von ds

Zeigen Sie durch explizites Einsetzen der Lorentz-
Transformation (Gln. (1.6) und (1.7) im Skript)
die Invarianz von ds.

Aufgabe 6: Geometrischer Zusammenhang zwi-
schen E und ¢

Zeigen Sie, dass das elektrostatische Feld E= fﬁga
senkrecht zu den Aquipotenziallinien bzw. den
Hohenlinien von ¢ ist und dass E von Ohoch ZU
Pniedrig gerichtet ist.

Aufgabe 7: Ladungstrajektorien in elektroma-
gnetischen Feldern

IDie hier angegebene Formel weicht im letzten Term des
Zahlers von der im Melcher angegebenen ab. Ich denke je-
doch, dass dies die Korrekte ist. Fiir den Beweis des Gegen-
teils gibt es 5 Punkte extral
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(a) In einem zeitlich konstanten elektromagneti-
schen Feld bewegt sich eine Ladung e. Die Bahn
t — 7(t) der Ladung ist die Kurve C' mit ¥} = 7(t;)
als Anfangspunkt und 75 = 7(t2) als Endpunkt.
Man Zeige, dass

e/ d5-E = —e (p(72) — o(71))
c

die Arbeit ist, die vom elektromagnetischen Feld
an der Ladung geleistet wird, wenn es die Kurve
C durchlduft. Warum leistet das Magnetfeld keine
Arbeit?

Bemerkung: Die Arbeit (Energie) fiir ¢ = e,
und Ay = 1V heiit 1 Elektronenvolt (eV)
=1.60-10"19J.

(b) Im konstanten Magnetfeld H(7) = (0,0,H)
bewegt sich ein Elektron. Priifen Sie nach, dass
eine Schraubenlinie als Trajektorie eine Losung der
nichtrelativistischen Bewegungsgleichung darstellt.
Fiir ein mit der Geschwindigkeit (v,0,0) in das
Feld eintretendes Elektron ldsst sich diese Bahn-
kurve durch ein zusitzliches E-Feld in eine Gerade
in z-Richtung verwandeln. Geben Sie dieses E an.

Aufgabe 8: Lorentz-Invarianz von E-H

Zeigen Sie die Invarianz von E - H unter der spezi-
ellen Lorentz-Transformation: ' = v(w) (z — wt),
y =y, 2 = z und ot/ = vy(w) (ct — %) mit

Yw) = (1= %)%

Aufgabe 9: Bewegungsgleichungen: Ladung im
Feld

Die Bewegungsgleichung einer Ladung e in der vier-
dimensionalen Raumzeit lautet

du; e &
c s = EFiku

(vgl. Gl. (2.20) im Skript). Davon ausgehend leiten
Sie die resultierenden 3D Gleichungen fiir i = 0
sowie fir ¢ = 1,2,3 ab. Interpretieren Sie Ihr
Resultat im Fall ¢ = 0. Im Fall ¢+ = 1,2, 3 sollten
Sie die Gl. (2.17) im Skript erhalten.

m(0)

Aufgabe 10: Ein Kernkraftwerk



In einer Kugel aus [-aktivem Material wer-
den kontinuierlich Elektronen ausgestofien. Folglich
nimmmt die Ladungsdichte in der Kugel (Radius
R) wie

po(l—e t/7) fiir r<R

p(t’r):{ 0 fir r>R

zu. Die Stromdichte ist radialsymmetrisch,

- i

j(t,?") :j(t’T)T‘

Berechnen Sie j(t,r). Skizzieren Sie j(¢,r) als
Funktion von 7.

Aufgabe 11: Poisson-Gleichung und Kugelsym-
metrie

Fiir die kugelsymmetrische Ladungsverteilung

3e T

pr) = dmad (5&) bla—r),

hier ist 6(z) =1 (z > 0) und 6(z) =0 (x < 0), be-
rechne man das Potenzial ¢(7) sowie die Feldstéirke
E(). Skizzieren Sie sowohl ¢(7) als auch E(7).

Aufgabe 12: Kraft zwischen geladenen Platten

Berechnen Sie die Kraft pro Einheitsfliche zwi-
schen zwei unendlich ausgedehnten parallelen
Platten, wenn diese die Flachenladungsdichten o
und o’ tragen.

Aufgabe 13: Coulomb-Integrale

In der Quantenchemie spielen die sogenannten Cou-
lomb-Integrale J;; eine wichtige Rolle:

1

Ty = [ @A =l (7 =)

Sie beschreiben die elektrostatische Wechselwir-
kung zwischen den #ufleren Valenzorbitalen ¢;
und ¢; an den Atomen ¢ und j im Abstand r;;
(vgl. Gl (3.15) im Skript). Hier liegt der Ur-
sprung im Atom i. Verwenden Sie die Nédherung
#i(¥) = Npa" Lexp[—(iz] mit x = |F] und N,, =
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(ifj();z;l, und berechnen Sie J;; fir ( = ¢; = (j

und n = 1. Zeigen Sie, dass

1,_ + wenn 1;; — 00

Jij = i
5, _ 1,32
8¢ — 3¢ +

gilt. Hinweis: |7 —7/|~! = 5 [ d®kk~2 explik- (7 —
)] 2.

Beachten Sie, die elektrostatische Wechselwir-
kungsenergie ist somit bei groflen Abstinden die
gleiche wie fiir Punktladungen e; = e; = 1. Bei
kleinen Abstinden dagegen tritt keine Divergenz
mehr auf!

wenn r;; — 0

Aufgabe 14: Eine Anwendung des Gaufischen
Satzes

Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Gauf}, dass an
der Oberfléche eines gebogenen, geladenen Leiters

gilt
LOE _ (1 1
E 8n - R1 RQ ’
wobei OF/0n die Ableitung in Normalenrichtung

ist, und R; sowie Ry sind die Hauptkriimmungsra-
dien der Oberfldche.

Aufgabe 15: Monopol-Dipol- und Dipol-Dipol-
Wechselwirkung

(a)  Welche Kraft wirkt auf eine Ladung e; am
Ort 7; im Feld eines Punktdipols p; am Ort r;?
Geben Sie auch die Kraft fiir die folgenden Spezi-
alfille an: iy L 7%, iy 11 7oy, 5y 1 Figs 7oy = 7= .

(b)  Rechnen Sie explizit aus, welche Kraft
umgekehrt auf den Punktdipol p; im Feld der
Ladung e; wirkt?

(¢) Berechnen Sie das Drehmoment, das im Fall
(b) auf den Dipol ausgeiibt wird.

(d) Zwei gleichstarke Dipole p; = pri; und
Po = piie sind bei 71 und 75 frei drehbar angeord-
net. Bestimmen Sie die Gleichgewichtsorientierung

2folgt aus der Darstellung der §-Funktion als &(7) =
ﬁ fd3k explik - 7] und Gl. (3.9) im Skript.
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der Dipole zueinander.

Aufgabe 16: Dipol-Dipol-Wechselwirkung in
verdiinnten Gasen

Wir betrachten ein verdiinntes monomolekulares
Gas, wie beispielsweise reiner Wasserdampf, be-
stehend aus N Molekiilen in einem Volumen V
(Anzahldichte p = N/V ist konstant). Das Di-
polmoment der neutralen Molekiile sei p. Da der
mittlere Abstand zwischen den Molekiilen grof3
sein soll, ist die Dipol-Dipol-Wechselwirkungsener-
gie uPP der dominante Beitrag zur Gesamtwech-
selwirkungsenergie des Gases U. D.h., U/N =

ﬁ Zﬁ;zl ugD. Da sich die Molekiile sténdig bewe-
gen, verstehen wir alle diese Groflen als Mittelwerte
iiber lange Zeitrdume. Als Integral geschrieben ist

U in diesem Fall durch

U 1 dQ dY
R Al =

41 4w

/d%wxn@ﬁmD%m@ﬁ>

gegeben. Die Grofie d3rpgq(r;p,p) ist die mittle-
re Anzahl der Molekiile im Volumenelement d>r im
Abstand r vom Ursprung, deren Dipol p’ entlang
dem Raumwinkelelement d€)’ orientiert ist. Der Ur-
sprung wiederum liegt auf einem beliebig gew#hlten
Molekiil, dessen Dipol p'in das Raumwinkelelement
dS2 zeigt. In der Vorlesung iiber Statistische Physik
werden Sie noch lernen, dass in guter Ndherung gilt

g2(r; 9, ') ~ exp[—uPP (r; 9, 9)/T] .

Hier ist T' die Temperatur des Gases in Energie-
einheiten.

(a)  Sie sollen go fiir grofie T entwickeln und
den fithrenden Term von U/N berechnen. Beach-
ten Sie dabei, dass sich die r-Integration von a
bis oo erstreckt, wobei a ein typischer kleinster
Molekiilabstand sein soll. Verwenden Sie auch
N —1= N, da N eine sehr grofie Zahl ist.

(b)  Begriinden Sie warum |U/N]|, also der
Betrag der Wechselwirkungsenergie pro Molekiil,
unendlich wiére, wenn die Orientierungen der
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molekularen Dipolmomente festgehalten wiirde.

Aufgabe 17: Kapazitdt paralleler Zylinder in
groflem Abstand

Zwei lange zylindrische Leiter sind parallel und be-
sitzen die Radien a; und as. Der Abstand der Zylin-
derachsen d soll grof sein verglichen mit den jewei-
ligen Zylinderradien. Unter dieser Annahme zeigen
Sie, dass die Kapazitdt pro Léngeneinheit C; der
Anordnung ungefihr durch

-1
Cl ~ (4 In d>
a

gegeben ist, wobei a = ,/ajay der geometrische
Mittelwert der Radien ist.

Aufgabe 18: Bildladungsmethode:
Metalloberfléche

Dipol vor

Die Abbildung zeigt einen Dipol vor einer idealen
Metalloberfléiche.

(a) Geben Sie mithilfe der Bildladungsmethode
einen Ausdruck fiir die potenzielle Energie des
Dipols an.

(b)  Berechnen Sie die Kraft auf den Dipol, wenn
dieser verglichen zu seiner linearen Ausdehnung r
weit von der Oberfliche entfernt ist (r << S, D, d).

AVAN

f
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@

N \
\
L@j’
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~
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Abbildung B.1: Dipol (rechts) vor Metallgrenz-
fliiche (links) in der er einen Bilddipol erzeugt.

Aufgabe 19: Konforme Abbildungen



(a)  Welche konforme Abbildung verbindet das
Potenzial des Koaxialkabels (Gl. (3.26)) mit dem
des Plattenkondensators (Gl. (3.29))?

(b)  Zeigen Sie, dass die Losung des Beispiels fiir
die Methode der konformen Abbildung (Gl. (3.46))
tatséichlich die Laplace Gleichung fiir » < 1 sowie
die Randbedingungen fiir » = 1 erfiillt. Berechnen
Sie auflerdem die Oberflichenladungsverteilung
in diesem Fall. Sie diirfen hier Mathematica oder
dhnliche Rechenprogramme verwenden. Sie sollten
jedoch Ihre Arbeit anhand eines Programmaus-
drucks dokumentieren.

Aufgabe 20: Kraft zwischen Stromverteilungen

(a)  Zwei unendlich lange Driihte kreuzen sich
im senkrechten Abstand d (siehe Abbildung) unter
dem Winkel ¢. In den Dréhten flieflen die Stréme
I und I’ in die Richtung der Linienelemente sl
bzw. §l’. Berechnen Sie die Kraft, die der Strom I’
auf den Strom I ausiibt.

(b)  Im Fall paralleler Driahte geben Sie die
ensprechende Kraft pro Léngeneinheit Draht an.
Hinweis: Kombinieren Sie geeignet die Lorentz-
Kraft mit dem Gesetz von Biot-Savart, wobei Sie
pudV =1 81 verwenden sollten.

Abbildung B.2: Strom I’ fliet in z-Richtung,
wahrend Strom [ in z-Richtung um d verschoben
in der x — y—Ebene flie3t, wobei ¢ der Winkel zwi-
schen der z-Richtung und S0 ist.

Aufgabe 21: Elementare Magnetostatik
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(a) In der Vorlesung wurde fiir das Magnetfeld
einer stationdren Stromverteilung die Gleichung

@)=+ | j

c

hergeleitet. Zeigen Sie durch explizites Einsetzen,
daB dieses (H) die beiden gemittelten Maxwell
Gleichungen V - (H) = 0 und V x (H) = 4%(;)
erfiillt.

(b)

Zeigen Sie auch, dafl mit dem Vektorpotenzial

() =+ [ @ 2L

=

die Gleichung (H) = V x (A) gilt, und tiberpriifen
Sie auBerdem, ob dieses (A(7)) die Coulomb-
Eichung V - (4) = 0 erfiillt.

Aufgabe 22: Rotierende Scheibe mit homogener
Ladungsverteilung

Eine homogen geladene Platte, ihr Radius sei R
und ihre Flachenladungsdichte sei o, rotiert mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢ um ihre
Haupttragheitsachse senkrecht zur Scheibenebene.

(a) Berechnen Sie das magnetische Feld (H) der
Scheibe entlang der Rotationsachse, und geben Sie
auch den fithrenden Term im Grenzfall » >> R an.

(b)  Berechnen Sie das magnetische Moment
(m) der Scheibe. Wie kénnen Sie dieses Ergebnis
einsetzen, um den Grenzfall r >> R in Teil (a)
sofort hinzuschreiben?

Aufgabe 23: Magnetischer Dipol im inhomogenen
Feld

In der Vorlesung wurde die Formel

Ugp = —m- H

hergeleitet. In die Ableitung ging ein, dass H
konstant sein sollte. Andererseits wurde behaup-
tet, dass der negative Gradient von Uy die Kraft
auf den Dipol liefert. Wie kann dies sein, wenn
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H konstant ist? Die Ableitung bzw. die Kraft
sollte dann verschwinden und dadurch wére die
obige Gleichung unbrauchbar — oder? Hinweis:
Betrachten Sie die Herleitung im Skript genau,
und fragen Sie sich, was mit H =konstant wirklich
gemeint ist bzw. inwiefern H =konstant iiberhaupt
notwendig ist.

Aufgabe 24: Retardierte Potenziale

Zeigen Sie, dass

- R
- _ 3 /p(T/7t_?)
o(7,t) —/d r — 5

mit B =7 — 7’ eine Lésung von

App — ¢ 2@ = —dmp
ist.
Aufgabe 25: E-Feld einer bewegten Ladung:

In dieser Aufgabe sollen Sie Gl. (4.13) im Skript,
d.h.

= e 7 — %
£ = D 3{ 2 +
R2 (1 — 28)” L2 (w)
R @ « (7 u"}) o _,]
— x(n—-— |,
c? c
aus  den  dort  angegebenen  Potenzialen
(p = %1_1@,7 sowie A = & —&% mit 7 = R/R)
mittels £ = f%%—‘f — ﬁap herleiten. Beachten Sie,

dass A und ¢ zur fritheren Zeit ¢’ gegeben sind. Dies
gilt auch fiir die gesamte rechte Seite der Gl. (4.13).

(a)
(b)
Hinweis: Verwenden Sie die im Skript angegebenen
niitzlichen Formeln! Stellen Sie den gesuchten

Ausdruck bitte so dar, dass Ahnlichkeiten mit E
gut erkennbar werden!

Geben sie den Ausdruck fiir —%% an.

Geben Sie den Ausdruck fiir —690 an.
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Aufgabe 26: Strahlung einer Ladung auf einer
Kreisbahn

Auf einer Kreisbahn mit Radius r bewegt sich in
der xy-Ebene eine Ladung e mit der gleichfé6rmigen
Geschwindigkeit « und strahlt Energie ab. In der
Vorlesung war gezeigt worden, dass der Poynting-
Vektor durch

gegeben ist (vgl. Skript Gl. (4.24)). Der Einheits-
vektor 7 in Richtung zum Beobachter (in der
groflen Entfernung R) soll in der yz-Ebene liegen,
und den Winkel ¥ mit der y-Achse bilden. Die
Energie dE, die im Mittel in ein Raumwinkelele-
ment d) um 7 abgestrahlt wird, kann gemifl der
Formel dE = dQ+ fOT |S|dt berechnet werden. Hier
ist T' die Zeit einer Periode.

(a)  Tragen Sie dE/dQ (in Einheiten von
e?w/(4nR%cr) gegen ¥ auf (fir w/c = 0, 0.4, 0.6
und 0.8).

(b)  Geben Sie eine Formel fiir dEy—o/dEy—r/2
(Verhéltnis der Strahlungsintensitét in der Bahne-
bene zur Intensitéit senkrecht zur Bahnebene) an,
und plotten Sie das Verhéltnis gegen w/c. Geben
Sie auch die fithrenden Terme in den Grenzfillen
w — 0 sowie w — ¢ an.

Hinweise: Beachten Sie, dass die rechte Seite
der Gleichung fiir S von ¢’ abhingt, und sie daher
die Integrationsvariable substituieren miifien, d.h.,
dt = (0t/ot')dt'. Die Integration kénnen Sie mit
allen zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln -aufler
Abschreiben- ausfiihren.

Aufgabe 27: Reaktionsfeldndherung: Born-Modell

(a) In einem unendlich ausgedehnten Dielektri-
kum (e,) befindet sich ein kugelférmiges Volumen
(Radius R) angefiillt mit einem anderen Dielektri-
kum (¢;). Im Abstand r. (< R) vom Kugelzentrum
befindet sich eine Ladung e. Bestimmen Sie das Po-

tenzial o(7) = {p:(F)(r < R); pa(7)(r > R)} dieser



Ladung im gesamten Raum mit der Bildladungs-
methode.

Hinweise: Im Skript (S. 24) hatten wir die
Bildladungsmethode auf eine Ladung auferhalb
einer leitenden Kugel angewandt. Modifizieren Sie
diese Vorgehensweise im Sinne des Beispiels einer
Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum
(Skript S. 39), und beriicksichtigen Sie die Randbe-
dingungen analog zum Beispiel der dielektrischen
Kugel im homogenen Feld (Skript S. 39). Seien
Sie nicht {iberrascht, wenn ihre Bildladungen vom
Winkel zwischen 7 und 7, abhéingen.

(b)  Geben Sie die Potenziale @;(7) und ¢, (7) im
Spezialfall r. = 0 an, d.h., die Ladung e befindet
sich im Kugelzentrum. Wenn Sie jetzt die poten-
zielle Energie der Ladung mittels U = % [ ppdV
berechen (vgl. Skript Gl. (3.11)), dann erhalten Sie
einen unendlichen Beitrag, die Selbstenergie der La-
dung, der hier nicht interessiert und einen endli-
chen Beitrag Ugr proportional zu €? /R (der Reak-
tionsfeldbeitrag). Dieser Beitrag, der urspriinglich
von M. Born diskutiert wurde (Z. Physik (1920) 1,
45), beschreibt den Anteil der Polarisierungsenergie
des die Ladung umgebenden Mediums zur gesam-
ten potenziellen Energie der Ladung.

Mit seiner Hilfe kann beispielsweise der Ener-
gieunterschied zwischen einem Ion im Vakuum
und dem gleichen Ion in (beispielsweise) Wasser
abgeschétzt werden. Wir wollen dies probieren. Ge-
messen wurden die folgenden Energieunterschiede
AFEpyq (in kJmol™1) fiir die Uberfithrung der an-
gegebenen Ionen vom Vakuum (Luft) ins Wasser:
Lit(—520), Na*(—405), K*(-321), F~(-506),
Cl~(—364), Br—(—337). Das Ion selbst hat einen
bestimmten Radius, der hier dem Kugelradius
entspricht (R in 107'%m aus Kristallstrukturda-
ten: LiT(0.68), Na™(0.97), K+(1.33), F~(1.33),
Cl=(1.81), Br—(1.96)). Weiter nehmen wir an:
1/e; ~ 1 und 1/e, = 1/ewasser = 0. Berechnen
Sie Urp in kJmol~! und vergleichen Sie mit den
experimentellen Werten fiir AEp,q.

Aufgabe 28: Ponderomotorische Kréifte

Wir betrachten einen ,,Kondensator” bestehend
aus zwei koaxialen, zylindrischen Rohren. Die
Innere habe den Radius R und die duflere den
Radius R + dR (R << R). Die innere Rohre
tragt die festgehaltene Flachenladungsdichte o;
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auf der dufleren ist diese —o. Der Kondensator
sei teilweise in eine Fliissigkeit mit Massendichte
p und der Dielektrizitdtzahl e eingetaucht. Die
Fliissigkeitsoberfliche und die Zylinderachse sind
dabei senkrecht zueinander.

(a)

Ausgehend von

U:—f/ P.-E,dv
2 v,

(vgl. Gl (5.22) im Skript) geben Sie die Kraft
an, mit der das fliissige Dielektrikum in den
Kondensator gezogen wird.

(b)  Aus dem entsprechenden Kriftegleichgewicht
berechnen Sie die Steighthe h, die die Fliissigkeit
im Kondensator erreicht.

(¢) Diskutieren Sie die beiden folgenden Fragen:
1. Warum wiére die Aufgabe ohne die Bedingung
0R << R schwieriger?

2. Ein Metallrohrchen soll gerade (beriithrungslos)
zwischen die beiden Kondensatorréhren passen.
Welche Kraft erfiahrt dieses Metallr6hrchen im
Kondensator (in Analogie zur Fliissigkeit) und
warum?

Aufgabe 29: Integralidentitét

Zeigen Sie, dass die folgende Integralidentitat gilt:
/ 7 X (ﬁ x M ) dv. =

Hier sollen 7 der Ortsvektor und M ein beliebiger
Vektor sein.

Aufgabe 30: Aquipotenzialflichen in einem
anisotropen Medium

In einem anisotropen Medium mit den Dielek-
trizitdtskonstanten €1, €2 und ez in den Koordi-
natenrichtungen befindet sich am Nullpunkt eine
Punktladung e. Berechnen Sie das elektrische Feld

E(7).
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Aufgabe 31: B-Feld in zylindrischer Bohrung

Bestimmen Sie das B-Feld in einer zylindrischen
Ausbohrung mit Radius a parallel zur Achse
eines zylindrischen Leiters mit Radius b, in dem
gleichméflig iiber den Querschnitt verteilt ein
Strom [ in z-Richtung flieit. Das Zentrum der
Ausbohrung befinde sich im Abstand d von der
Leitermitte (Ursprung) auf der x-Achse. Hinweis:
Gehen Sie von V x B = 47”; mit j = (0,0,7) aus.
Verwenden Sie auflerdem das Superpositionsprin-
zip.

Aufgabe 32: Lenzsche Regel

Eine kreisrunde Leiterschleife mit Radius r; wird
vom Strom [ durchflossen. Die Schleife soll mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit w; rotieren.
Die Rotationsachse liegt in der Schleifenebene und
verlauft durch den Schleifenmittelpunkt, der gleich-
zeitig den Koordinatenursprung bildet. Zur Zeit
t = 0 sei die Schleifenebene parallel zur xy-Ebene.
Ebenfalls auf der z-Achse liegt bei z = —d der Mit-
telpunkt einer zweiten Leiterschleife, mit Radius r»,
deren Ebene parallel zur xy-Ebene fixiert ist. Die
Stromrichtung von I sei fiir einen Beobachter in ne-
gative z-Richtung entgegen dem Uhrzeigersinn. Au-
Berdem soll d >> r1,r2 (Retartierungseffekte seien
aber vernachlissigbar.) sowie = 1 gelten.
Berechnen Sie das B-Feld von Schleife 1 im Zen-
trum von Schleife 2 in Dipolnéherung. Vergleichen
Sie dort B,(t)/ BI™®) mit dem entsprechenden
Quotienten des induzierten Feldes in Schleife 2 -

also Bz,ind(t)/BiT;:;;)- Skizze! Gehen Sie von einem

rein Ohmschen Zusammenhang zwischen I;,; und
U;na aus.
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